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BCK- Ж KJ BCI- 2 20 世纪 60 年 代 日 本 数学 家 К. Iséki 
提出 的 两 类 抽象 代数 ,它们 是 组 合 逻 辑 中 BCK- 系 统 和 ВС ЖЯ 
的 代数 表述 。 从 序 的 观点 看 ,BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 的 本 质 差别 在 
于 :在 BCK- 代 数 中 元 素 0 是 最 小 元 ,而 在 BCI- 代 数 中 元 素 0 是 极 
小 元 ;反映 在 定义 中 ,BCK- 代 数 满足 条 件 0* 工 一 0 ,而 BCL 代数 
不 满足 这 个 条 件 。 恰 栓 是 这 一 点 ,给 BCI- 代 数 的 研究 带 来 了 极 大 
的 困难 ,直到 1979 年 连 一 个 真 BCI- 代 数 ( 即 是 BCI- 代 数 但 不 是 
BCK- 代 数 ) 的 例子 也 未 找到 。 从 1980 年 到 1985 年 有 三 篇 文章 打 
破 了 BCI- 代 数 研 究 的 困境 。 首 先是 K. IsekiL7], 他 用 给 BCK- 代 数 
添加 一 点 的 办 法 构造 了 真 BCI- 代 数 , 在 本 书 中 我 们 称 这 个 办 法 为 
“一 点 扩张 ”其 次 是 胡 庆 平和 K. Iséki( 井 关 清 志 )[1], 引 入 了 结合 
BCI- 代 数 的 概念 ,并 证 明了 这 类 代数 等 价 于 对 合群 。 一 个 代数 是 
结合 的 当 且 仅 当 它 满足 条 件 0*xx = x 。 受 到 这 一 结果 的 后 发 , 雷 
天 德 (T. D. Lei)[21 引 入 了 广义 结合 BCI- 代 数 , 即 满足 条 件 
0x (0* x) 一 并 的 BCL 人 代数。 该 文 扩充 后 同年 由 T.D. Lei and C. 
C. Xi[1]M“p-radical in BCI-algebras” 为 题 发 表 在 Math. Japon. 
30(1985),511— 517. 在 后 一 篇 文章 中 ,他 们 称 广 义 结合 BCI- 代 数 
为 p-semisimple BCI-algebras 。 雷 天 德 教授 述 证 明了 p-semisim- 
ple BCI-algebras 等 价 于 Abel- 群 。 从 此 以 后 ,众多 学 者 对 BCI- 代 
数 进行 了 广泛 的 研究 ,取得 了 许多 有 趣 结果 ,引起 国际 学 术 界 的 重 
视 。 美 国 数学 会 编辑 的 “Math. Reviews” 和 欧洲 数学 会 等 编辑 的 
“Zentralblatt MATH” 的 Math. Subject Classification 1991 和 
2000 专门 列 入 条 目 “06F35 BCK-algebras, BCI-algebras”, 美国 科 
技 情报 所 (Institute for Scientific Information ,简称 IST) 的 科学 引 
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文 索引 (Science Citation Index 简称 SCD) 经 常 检索 这 方面 文章 。 

中 国 的 研究 者 们 对 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 的 发 展 做 出 了 突出 
的 贡献 ,先后 出 版 了 有 关 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 的 专著 和 油印 讲 
X: 

EAW. WXP -BCK-H MA ВСІ- К GOA), 1983 Ж. 

陈 昭 木 :BCK- 代 数 和 BCI 代 数 ( 油 印 本 ), 福 建 师 范 大 学 数学 
系 ,1983 年 。 

雷 天 德 :BCI- 代 数 ( 油 印 讲 义 ), 陕 西 师范 大 学 数学 系 ,1984 
年 。 

HAA :BCI 代数, 陕西 科学 技术 出 版 社 ,1987 F. 

a ” 杰 :BCK- 代 数 讲义 (油印 本 ) ,西北 大 学 数学 系 ,1990 年 。 

J. Meng and Y. B. Jun; BCK-algebras, Kyung Moon Sa, 
Seoul,1994. 

以 上 著作 的 出 版 ,推动 了 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 研 究 的 普及 
和 深入 。 

本 书 专门 讲述 BCL 代 数 的 理论 。 有关 BCK- 代 数 的 知识 ,可 以 
参考 上 述 著 作 , 特 别 是 本 Meng and Y. B. Jun 的 专著 “BCK-alge- 
bras”, 

在 第 1 章 , 我 们 介绍 了 BCI- 代 数 的 一 般 理 论 。 读 者 应 当 和 仔细 
研读 节 1. 3, 原 子 和 分 支 的 知识 是 BCI- 代 数 的 基本 概念 和 基本 工 
具 。 

第 2 章 介绍 了 九 类 特殊 的 BCI- 代 数 。 其 中 节 2. 4 一 节 :2. 9 的 
基本 想法 是 把 BCK- 代 数 中 的 有 关 概 念 推广 到 BCI- 代 数 中 。 具 有 
KHON BCL 代 数 和 拟 可 换 BCI- 代 数 的 引入 形式 上 完全 与 相应 
的 BCK- 代 数 相同 ,没有 遇 到 困难 。 但 是 可 换 ( 正 定 关 联 , 关 联 ) 
BCI- 代 数 的 提出 , 遇 到 了 较 大 的 困难 。 原 因 是 满足 可 换 ( 正 定 关 
联 , 关联 )BCK- 代 数 定义 中 相应 恒等式 的 BCI- 代 数 必 是 BCK- 代 
数 。 因 此 ,要 引入 可 换 ( 正 定 关 联 ,关联 )BCI- 代 数 ,就 必须 寻找 新 
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的 条 件 。 这 里 要 遵循 三 条 原则 :一 是 存在 真 BCI- 代 数 满足 这 样 的 
条 件 ; 二 是 可 换 ( 正 定 关联 ,关联 ?BCK- 代 数 满足 这 样 的 条 件 : 三 是 
可 换 ( 正 定 关联 ,关联 )BCI- 代 数 尽 可 能 多 地 保留 相应 BCK- 代 数 
的 性 质 。 这 件 工 作 由 簿 杰 , 平 小 龙 [2],[4],[5] 和 M. A. Chandhry 
[1],[2j 较 好 地 完成 了 。 

BCI- 代 数 研 究 的 重点 之 一 就 是 它 的 理想 理论 。 在 第 3 章 ,我 们 
介绍 了 13 种 特殊 类 型 的 理想 。 为 了 用 理想 去 刻 划 特殊 类 型 的 
BCI- 代 数 , 提 出 了 结合 理想 , 拟 结合 理想 ,pp- 理 想 ,正定 关联 理想 ， 
可 换 理 想 和 关联 理想 。BCI- 代 数 的 理想 和 BCK- 代 数 的 理想 定义 
形式 尽管 相同 ,但 却 存 在 本 质 的 差别 :BCK- 代 数 的 理想 必 是 子 代 
数 ,但 BCI- 代 数 的 理想 可 能 不 是 子 代数 。 由 此 产生 了 闭 理想 , 强 理 
想 ,(* )- 理 想 和 Nil- 理 想 的 研究 。 

第 4 童 重点 讨论 了 BCI- 代 数 的 p I2 LOORIS GBA 
G(X) 成 为 理想 的 条 件 ,由 此 自然 引入 了 KL-R BCI- 代 数 的 概念 。 

在 第 5 章 , 介 绍 了 BCI- 代 数 的 几 种 扩张 方法 。 在 节 5. 3 给 出 
$ 3—6 阶 真 BCI- 代 数 一 览 表 , 可 供 读 者 利用 。 

自从 布尔 代数 诞生 以 来 ,用 代数 方法 研究 逻辑 问题 受到 数学 
家 的 重视 ,从 而 产生 了 和 名 种 各 样 的 代数 系统 。 这 些 代数 系统 被 称 为 
逻辑 代数 。 有 关 逻 辑 代数 之 间 关 系 的 研究 ,分 散在 各 种 文献 中 。 在 
第 6 章 , 我 们 综述 了 30 多 种 逻辑 代数 的 关系 ,发 现 一 个 重要 结论 : 
BCKVBCI- 代 数 是 处 理 逻 辑 代数 的 一 个 统一 框架 。 

BCI 代 数 的 内 容 相当 丰富 , 它 与 数理 逻辑 ,抽象 代数 ,拓扑 学 
和 模糊 数学 等 有 广泛 联系 ,在 这 样 一 本 小 册子 里 不 可 能 对 它 作 全 
面 介绍 。 本 书 内 容 的 选择 完全 由 作者 的 研究 兴趣 决定 。 为 了 弥补 
这 一 不 足 ,我 们 列 出 了 尽 可 能 详细 的 参考 文献 。 

1999—2000 学 年 度 , 刘 用 蚀 副 教授 作为 访问 学 者 在 西北 大 学 
进修 ,与 圭 杰 教授 合作 完成 了 本 书 初稿 的 写作 。 孟 杰 负 责 第 1 章 ， 
第 2 章 和 第 3 章节 1—9 的 写作 , 刘 用 瞳 负 责 其 余部 分 的 写作 ,最 
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Preface 


BCK-algebras and BCl-algebras are two classes of the ab- 
stract algebras which were introduced by the Japanese mathe- 
matician Kiyoshi Iséki in 1960’s, and they are algebraic formula- 
tions of BCK-system and BCI-system in the combinatory logic. 
From the point of view of ordering, the essential difference be- 
tween BCK-algebras and BClI-algebras lies in the following :Ele- 
ment 0 is the least element in BCK-algebras, while it is a mini- 
mal element in BCI-algebras; as expressed in definitions, BCK- 
algebras satisfy the condition 0 * == 0 while BCI-algebras do 
not. This, and this alone, posed great difficulties to the expora- 
tion of BCK-algebras. So by 1979, when BCK-algebras had se- 
cured remarkable progress, BCl-algebras had made little sub- 
stantial headway, not even a proper BCl-algebra sample (mean- 
ing BCI-algebras and not BCK-algebras) had yet been found. 
Starting from 1980, studies saw a real big advance and many at- 
tractive achievements, which aroused international attention in 
the field; The “(AMS) Mathematics Subject Classification 1991” 
edited by the American Mathematical Society and the “(Zentral- 
blatt MATH) Mathematics Subject Classification 2000" edited 
by the European Mathematical Society have special entry the 
item ^ 06F35 BCK-algebras, BCl-algebras", and reseach papers 
in this field are often indexed by the Science Citation Index 
(SCD of the U. S. Institute for Scientific Information (ISD. 


Chinese researchers have made outstanding contributions to 
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the development of BCK-algebras and BClI-algebras and pub- 
lished a great number of articles on BCK-algebras and BCI-alge- 
bras in international journals of mathematics. 

This book deals with the theory of BCl-algebras. For the 
details on BCK-algebras we refer to “BCK-ALGEBRAS, Kyung 
Moon Sa Co. , Seoul, 1994” by J. Meng and Y. B. Jun. 

Chapter 1 contains the basics of general theory of BCI-alge- 
bras, which apply to all classes of BCl-algebras. The theory on 
atoms and branchs of BCI-algebras is of the basic concepts and 
tools, and for a better mastery of this knowledge, readers ought 
to read section 1. 3 carefully. 

In Chapter 2 we discussed nine special classes of BCI-alge- 
bras. Of these, sections 2. 4— 2. 9 depict the basic ideas meant to 
generalize the concepts related to BCK-algebras into BCI-alge- 
bras. The forms of the defitions of BClI-algebras with conditions 
CS) and quasicommutative BCl-algebras are completely the same 
as those of corresponding BCK-algebras, respectively, and there 
were no difficulties ever found in the process. But great difficul- 
ties were met with in introducing definitions of commutative (re- 
sp. positive implicative, implicative) BClI-algebras. The reason is 
that the BCl-algebras satisfying the corresponding identities in 
definitions of commutative (resp. positive implicative, implicative 
)BCK-algebras must be the BCK-algebras. Therefore, new con- 
ditions must be sought in order to introduce commutative (resp. 
positive implicative ‚ implicative) BCI-algebras. Here three prin- 
ciples are to be followed; `(1) there exist proper BCI-algebras to 
satisfy such conditions; (2) the commutative (resp. positive im- 


plicative, implicative) BCK-algebras satisfy such conditions; and 
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(3) the commutative (resp. positive implicative, implicative ) 
BCI-algebras keep as much properties as possible of correspond- 
ing BCK-algebras. This work has been fairly well done by J. 
Meng and X. L. Xin [2],[4],[ 5], and M. A. Chaudhry [1],[2]. 

One of the emphases for BCI-algebra studies is its ideal the- 
ory. In Chapter 3, we have explained 13 special classes of ideals. 
To characterize special classes of BCl-algebras by ideals, re- 
seachers have introdeuced the concepts of associative ideals, 
quasiassociative ideals, p-ideals, positive implicative ideals, 
commutative ideals and implicative ideals. While the definition of 
ideals in BCl-algebras and one in BCK-algebras are remain the 
same, there still exists the following qualitative difference; ide- 
als of BCK-algebras have to be subalgebras but ideals of BCI-al- 
gebras might not one. Hence research of closed ideals, strong 
ideals, ( * )-ideals and Nil-ideals is necessary. 

Chapter 4 focuses the discussion on the condition for the p- 
semisimple part L (X) (resp. the associative part G(X)) of a 
BCI-algebra X to be an ideal of X , and by the way the concept of 
KL-product BCl-algebras is introduced. 

Several ways of BCl-algebra extension are suggested in 
Chapter 5. A table of proper BCl-algebras of orders 3— 6 is pro- 
vided in section 5. 3 for reader's reference. 

Ever since the birth of Boolean algebras, due attenttion has 
been given by mathematicians to the study of logic problems by 
using algebraic methods, and therefore various algebraic systems 
have come into being. These algebraic systems are called logic 
algebras. And the investigation of the connections among logic 


algebras can be found scattered in many kinds of literatures. In 
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Chapter 6, we have given a survey of the connections among 30 
more classes of logic algebras and have an important discovery: 
BCK/BCI-algebras constitute a unifying framework for treatment 
of logic algebras. - 

BCI-algebras has very rich connotations and is widely con- , 
nected with mathematical logics, abstract algebras, topologies, 
fuzzy mathematics, and so on. This book, limited for its size, 
cannot deal with it more comprehensively. The choice of topics 


of this book most certainly reflects the authors’ interests. 


Jie Meng Yong Lin Liu 

Department of Mathematics Department of Mathematics 
Northwest University . Nanping Teachers College . 
Xian 710069 Nanping 353000,Fujian 
People's Republic of China People's Republic of China 


January 2001 
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第 1 章 一 般 理论 


1.1 基本 性 质 


本 节 将 给 出 BCL 代数 的 基本 性 质 ， 


定义 1.1.1 一 个 (2,0) 型 的 代数 (XX; x ,0) 叫做 BCI 代数 ， 
如果 它 满足 : 

BCI-1 ((=ж* у) ж (z *z)) ж (z * y) = 0; 

BCL2 (zx (z * y))* y = 0; 

BCL3 x*x=0Q; 

BCI-4 xz*y=y*x = 0 Ж х = y. 


如 果 规 定 z < уН z * y = 0, 上 述 公 理 也 可 写 为 
(z x y) ж (хж2) < z * y; 

= x (z x y) Sy; 

+ < x; 


z < yy < z AW = = y. 


Жі BCK- 代数 是 BCI- 代数 公理 系 中 增加 公理 0* x = 0 而 
BL. 所 以 BCK- 代数 必 是 BCI- 代数 ， 
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*|0 1 
0 | 0 1 
lil 0 


容易 验证 (Xi * ,0) 是 一 个 BCL 代数 .由 于 0x*1 王 1 天 0, 所 以 它 
不 是 BCK- 代数 . 


注 2 此 例 说 明 BCK- 代数 类 是 BCI- 代数 类 的 一 个 真子 类 . 
今后 我 们 称 一 个 不 是 BCK- 代数 的 BCI- 代数 为 真 BCI- RK. 


定理 1.1.1 设 (X;*x ,0) 是 一 个 BCI 代数 , 则 VY x € X, 
z * 0 = 0 Жл = OC < < 0} z = 0, 这 表明 0 是 一 个 极 小 
元 ). 


WEB] 设 xx0 一 0. 由 BCI-3 和 BCI-2 得 
Ок х = (хж 0) кх = (rx (< x z=)) xz = 0, 


WA z x 0 = 024448. AH BCI-4 #8 z = 0. L! 


Жз K.Iséki[2] 所 给 BCI- 代数 的 公理 系统 是 BCI-1 一 
BCI-4 fü x0 = 0 ZA x = 0. МКВ АЕ T xg FE 
1.1.1, X BH K. Iséki 的 公理 系统 是 不 独立 的 . 这 一 重要 结果 于 
1985 Е RE BR HEFL] 中. 


关于 BCL 代数 的 一 般 性 质 , 有 下 述 
定理 1.1.2 假设 (Xi* ,0) 是 一 个 BCL 代数 ,下 列 结论 成 


Xa 
G xx y,)ll| z x y < z x z; 
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Gi) #<==< yfl y < z,JJ + < z; 

Gii) (< * y) xz = (Z *z)* y; 

(iv) (Z %z)* (уж) < z*y; 

(v) 2S y Ri z xz < yz lz x y= z*z; 


(vi) xx 0 = zx. 


ШЕЯ x =< y. WU 
(т * y) * (z x z) < (z * y) = 0, 
ЯШ z x y < z x z. G) 成 立 . 

ШЖ z < yj y < =, АН) {8 z * z < z y HAs 
ies OTB AC сыи T on co P 
< z AM z < z, Gi) MM. 

因为 zx (z x z) < z, H G) 得 

(хх y) x z < (x x y) ж (z x (z x z)) < (Z x z) x y. 
相反 的 不 等 式 由 交换 > A z 的 位 置 可 得 . 所 以 
(Z * y) x z = (“x * z) * y. 
(ш) 成 立 . 
由 BCI-1 # Gii) 得 
(Ca xz) ж (y * z)) + (Ty) 
= (Cr * z) * (Z x y)) * (y * z) 
= 0, 
所 以 (zxz)x (Qy * z) < z * y. Gv) 成 立 . 

H аш) 和 (iv) 直接 得 (v). 

因为 xx (z * 0) < 0, Br) x < z=* 0. 相反 地 ,由 (yy 和 
BCI-3 ,我 们 有 

(rx*0)*r-—(rxx)*0-—0x0-0, 
FRE z x 0 < 0. BRE x = zx x 0. Civ) 成 立 . L] 
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注 4 BCI-3,BCI-4 和 (2) 表明 < ETRA, EH BCI- Ж. 


定理 1. 1.3 X; x ;0) 是 一 个 BCI- 代数 , 则 对 任意 zy € 
X EA 


Zx x (z x (z x y)) = < x y. 


证 明 由 BCI-2 得 
хє (z x (z x y)) < <= * y. 


另 一 方面 ,由 BCI-1 得 


(Z x y) ж (z * (z x (= x y))) < (z x (z x y)) x y = 0. 
H BCI-4 得 


хж (z x (z x y)) = z x y. L] 


定理 1.1.4(C.C.Xi[1]) #(X; x ,0) 是 一 个 BCI- 代数 , 则 
对 任意 х,уЄ X 8A 


Ox (z x y) = (Ox z) * (0 * y). 


证 明 BCI-3 和 定理 1.1. 2(iii) 有 
(O * zx) ж (Oxy) = ([(z xy) ж (z * y)]* z) * (Ox y) 
= [(0ж у) * (z x y) ] * (0 x у) 
= 0* (z * y). O 


记号 。 对 于 自然 数 4, 归 纳 地 定义 zx"y 为 


TX!ly= r%* y, oe" y= rx (z *"y). 


定理 1.1.5 B(X; x ,0) 是 一 个 BCI- К. 则 对 任意 z,yE 
和 和 自然 数 ”， 


G) Hn AAR y—r*y 
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Gi) Á n AMA тж "y = z * (z * y). 

WEB] “由 定理 1.1. 3 和 归纳 法 容易 证 明 , 故 略 . О 

李 会 师 给 出 了 BCI- 代数 一 组 简化 公理 系统 . 

定理 1.1.6(0Н.5.1111) 一 个 (2,0) 型 代数 (X;* ,0 是 
BCI- 代数 当 且 仅 当 它 满足 

BCI-1 ((zxy)x (cxz))x (zx*xy) = 0; 

(01) r*0-—u; | 

BCI-4 xxy= y*x = 0 л = y. 

证 明 必要 性 是 平凡 的 ,公证 充分 性 . 在 ВСІ-1 中 , 令 yous? 
= 0, H G) f x ж x —0,BCL3 Rw. ТЕ BCLIBS y — 0, ща) 得 


(mx (zx z))*z 二 0,BCI-2 成 立 . 所 以 (X; < ,0) 是 一 个 BCI- 4& 
3. | L] 


下 面 给 出 一 些 例子 . 


例 1. 1.2 x = {0,1,2,3}, * 运算 表 如 下 


*|0 1 2 3 
0 0 3 2 1 
111 0 3 2 
2|2 1 0 3 
3/3 2 1 0 


WX; * ,0) 是 一 个 BCI- 代数 ， 


例 1.1.3 对 于 任 一 个 集合 和 ,PC(CX) do EX &,"—" E 
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P(X) 上 的 对 称 差 运算 ; 
A: B=(A—B)U(B- А), 
WP OO; —,@› 是 一 个 BCI- RARE D. 


例 1.1.4 ROO 表示 和 上 一 切实 连续 函数 f(x) 的 集合 , 则 
(R(X); 一 ,0) 是 一 个 BCT- 代数 . 


例 1.1.5 X = {0,l,a},* 运算 如 下 : 


*|0 1 a 
010 0 a 
1/1 0 a 
ala a 0 


WW (X; x ,0) 是 一 个 BC] 代数 ,而 且 是 真 BCL ARM. AA 0 = a. 
СК. Iséki[ 3]) 


这 个 例子 是 下 述 定理 的 一 个 特殊 情形 . 


定理 1.1.7(K. Iséki[3 D. 假设 (X;* ,0) 是 一 个 BCK- ft 
数 ,a & X MER z € X, E X. 
хха = ахх = а,ажа = 0. 


ШОХ U (а); * ,0) 是 一 个 真 BCI- 代数 . 


ШЕН BCI-4 和 zx*0 二 x+ 显 然 成 立 .根据 定理 1.1.5, 仅 需 证 
BCI-1. 分 以 下 几 种 情形 
(1) z=a, у= a, z = a, 此 时 
(ажа) * (axa) = 0x*0 = 0 «ажа = 0; 
(2) х= а, у= а, z Є X, that 


(ажа) ж (ах) = )жа =a< a= х *а; 
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(3) х= а, y € X, z eX, teat 
(аху) * (axz=) = axa = 0< z * у; 
(4) хт=а,уЄХ,е=а, Н] 
(awy)x (а*а)=а*0=а<а=а+у; 
(5) <€ X, y = a, z =a, HYH} 
(r*a)*(r*a)-—a*a-0x0-axa; 
(6) < € X, y € X, z = а, Жи 
(хк у) ж (xa) = zx y) xa =a Sa = a * y; 
C) <€ X, y= a, z € X, WE 
(z*a)%w (zxz) = аж (zxz) =a< a= x*a; 
(D =€ X, y € X, z € X, НУХ; x 0) 是 一 个 
BCK- 代数 ,所 以 (zxy)x (z x z) < z * y. 
以 上 证 明了 (XU (a); * ,0) 是 一 个 BCI- 代数 . 
由 于 0 去 4, 所 以 它 还 是 一 个 真 BCI- 代数 . [] 


今后 , 称 (X Ú (а); * ,0) 是 BCK- Қ Х у, A TR. 


X 1.1.2 BX; *,0 是 一 个 BCI- К.Х, HEX m f£— 
非 空子 集 . MR V х,у € X, UR x y € Xo PROC * ,0) 是 
OG * ,0) 的 一 个 子 代 数 . 显然 它 也 是 一 个 BCL 代数 且 0 € Xo. 


4 BOO = (z € X.0< z), #z,y € BX), Bos z # 0 < 
у, Oxx = 0» у = 0. НЕ 1.1.418 
Ox (z* у) = (О х) * (О#* у) = 0* 0 = 0 
Bl Os у. Ж zx y € BOO. ВЖ BOO BAX; x ,0 的 一 
个 子 代 数 . FIRE V x € BOO HA 0 < z. 所 以 BOO 还 是 一 个 
BCK- 代数 . 总 结 上 述 结果 得 
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定理 1. 1.8(K. Iséki[3) EX; x* ,0) 是 一 个 BCI- 代数 , 则 
(BOO; * ,0) 是 它 的 一 个 最 大 BCK- 子 代数 . L] 


我 们 称 BCX) 39 OX ; x ,0> 的 BCK- 部 分 . 


例 1.1.6 (X; * ,0) 是 一 个 BCI- 代 数 , 则 (0} 和 XX 是 它 的 
两 个 子 代数 , 称 为 平凡 子 代数 . 


例 1.1.7 在 例 1.1.5 中, (0,1) 是 和 的 一 个 子 代数 , 而且 
B(X) = (0,1). Tj S = (0,a) 也 是 一 个 子 代数 , ERS 的 阶 不 整除 
X 的 阶 ,说 明 在 BCI- 代数 中 ,相应 于 群 论 中 的 拉 格 朗 日 定理 不 成 
X. 


例 1.1.8 SQ" 表示 一 切 非 零 有 理 数 作成 的 集合 . BCI- 代数 
(Q*; +,1) 中 所 有 正 有 理 数 作成 的 集合 Qf+ 是 Q* 的 一 个 子 代数 . 


现在 ,我 们 给 出 BCI- 代数 另 一 个 一 般 性 质 . 
定理 1.1.9 设 (X;x*x ,0) 是 一 个 BCI- 代数 . 则 对 任意 zx,y € 
X fa 


Ox (хк y) < y x z. 


证 明 ”由 定理 1.1.4 
Ox (z x у) = (Ох z) x (0 x y) < y * z. g 


T 1.1.10 设 民 是 一 个 BCE ARM MV ze X füv VE 
BUX), z * y < л. 
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ШЕЕ. 
为 了 说 明 BCT 代数 名 称 来 源 我 们 给 出 下 述 


定理 1.1.11( 沈 百 英 [1]) 一 个 (2,0) 型 代数 (XX; * ,0) 是 一 
个 BCI- 代数 当 且 仅 当 它 满足 : 

B [(zxy)x (z * y)]* (z xz) = 0; 

С [(z*y)*z]*[(z*=z)*yj]= 0; 

I 工 x 工 一 0; 


BCI-4 <x* y = 04hly*=x = 0 8} r= y. 


证 明 ”必要 性 是 显然 的 , 仅 证 充分 性 . 由 于 工 即 BCI-3, 只 需 
证 BCI-1 和 BCI-2. 
由 C 和 BCI-4 得 
(D (z*jy)=*=z = (z< *=z)<* Jy. 
НО) 和 工 得 
(zw(zwy) ху = (rey) ж (хжу) = 0, 
BCI-2 成 立 . 
由 (1) 和 B 得 
[Ge y) * (z * z) ] * (z * y) 
= [Gaz * y) * (z x у) ] * (z * y) 
= 0, 
BCI-1 成 立 . 
ВХ; * ,0) 是 一 个 BCI- 代数 . 口 


该 定理 中 公理 B,C ,1 分 别 对 应 于 组 合 逻 辑 中 的 组 合子 
I- FOF) EE a) В 
H F(F,GQF,.))GF,(F..)) С 
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|- FF, L. 
所 以 该 定理 说 明 与 组 合子 B,C,I 对 应 公理 加 上 BCI-A 组 成 
BCI- 代数 的 公理 系统 . 因此 BCI- 代数 的 名 称 来 源 于 组 合 逻 辑 . 


1.2. 成 为 BCK- 代数 的 条 件 


BCK- 代数 有 三 种 重要 的 特殊 类 型 一 一 可 换 ,正定 关联 和 关 
联 BCK- 代数 . 那么 BCI- 代数 能 否 附 加 相应 的 条 件 构 成 特殊 类 型 
的 真 BCI- 代数 呢 ? 回 答 是 否定 的 . 


定理 1.2.1(K. Iséki[3]) ”如 果 BCI- 代数 (XX; < ,0) 满足 条 
件 


Tx (хжу) = уж (ужх), V <x,y€ X. 
则 它 是 一 个 BCK- 代数 . 


证 明 ”对 任意 的 a € X 一 BCX) RNA 


Ox (О*а) = аж (а* 0) = ажа = 0. 


于 是 0 之 a. 这 表明 a € BOO fJ. Li 


定理 1. 2. 2(K. Iséki[3) ”如 果 BCI- 代数 (X; x ,0) 满足 
(rxyxyerty, V<x,y€ X, 
则 它 是 一 个 BCK- 代数 . 


证 明 < x= y, 由 定理 中 条 件 得 : 
Ох = (z=xxz)x*xz= zx*<xz= 0, 


BJ V x € X, 0 < =. Р X Jë — + BCK- 代数 . Г] 
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定理 1. 2.3(K. Iséki[3 D 如果 BCL 代数 (X; x ,0) 满足 条 
件 
хж(ужх) = х, Vx,yC€X, 
则 它 是 一 个 BCK- 代数 ， 


证 明 Sc — 0, 由 定理 中 条 件 得 ; 
Ox (y*x 0) = 0, 
O x у = 0. 
BUA 0 < y. ХН X — 7 BCK- 代数 . E 


定理 1.2. 4(K. Iséki and А. B. Thaheem[1)) 假设 BCI- 代 
BUX; 0O 满足 条 件 
(хж у) жу = (m=*z)* (yxz), V x,ypz€ X, 
N) X 是 一 个 BCK- 代数 . 


证 明 由 定理 条 件 得 : 
Ож х = (хжх) кл = (TX) (TxTX)=0*0= 0, 


FÆ 0 < z. 所 以 和 是 一 个 BCK- 代数 . LJ 


定理 1. 2. 5(K. Iséki and A.B. Thaheem[1]) 假设 BCL 代 
ЖОХ; x ,0) 满足 条 件 
G@*y)* (укл) = тку, Vx,y€X, 
Wy X Ж BCK- 代数 . 


证 明 ”由 定理 条 件 得 : 
0 = (< x y) ж (% x y) < y * z. 
EMA rB z = 0 f# 0 < y. MU X E—+ BCK- 代数 . О 
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定理 1.2.6(K. Iséki and A.B. Thaheem[1]) 如 果 BCL ft 
ЖХ; x ,0) 满足 条 件 
(хжу) ж (хє у) (yxz)) =0, V <,y € X, 
则 它 是 一 个 BCK- 代数 . 


证 明 ”首先 证 Ya € X— ВОХ), 0xa € X —BOO.lH 

AMR Oxa € BCX), SM 
0 * (0* a) = 0. 
因此 
Оха = (0x(0xa)xa-—(0xa)*(0xa—0, 

B] 0 < a. 这 是 不 可 能 的 . 

现在 对 任 一 个 a € X 一 B(X). 由 定理 中 条 件 得 

(а * 0) * ((a € 0) * (Ожа)) = 0, 
a x (ax (0* a)) = 0. 

Al FA ВС1-2, RNA 0<0* a, BP 0 xa € BOX). XO x a ё BOO 
矛盾 .所 以 X 是 一 个 BCK- 代数 . 口 


13 原子 和 分 支 - 


为 了 研究 BCI- 代数 的 结构 ,从 序 的 研究 着 手 是 一 个 重要 方 
法 ,而 原子 和 分 支 是 BC- 序 中 的 重要 概念 . 本 节 将 致力 于 原子 和 
分 支 的 研究 . 


定义 1.3.1 设 (X;x,0) 是 一 个 BCI- 人 代数, 元素 a € X nii 
(X; x ,0) 的 一 个 原子 ,如 果 
G) Ух Є X,zxa= 0 Ж = = а. 
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WU LOO id X 中 全 体 原 子 的 集 , 即 
TI(X) 一 (rzEXVzEXzx*z 一 0 蕴涵 > 一 工 )， 
显然 ,BCI- 代数 的 原子 就 是 关于 BCL ЛЕ < 的 极 小 元 . 由 定理 
1.1.1 知 ,0E LOO. Br, LOO Z Q. 


定理 1.3.1 CX; < ,0) 是 一 个 BCI- 代数 , 则 对 任意 y zou 
€ 和 ,下 列 条 件 等 价 ， 

G) <€ LOO; 

Gi) zx (z xx) = zx; 

(ш) (zw*wu)% (g xz) = r*u; 

Gv) Xx (х* у) «< уж (z * x); 

(v) (хт+и)+ (z * у) < (ужи) ж (z xx); 

(vi) (O x >) ж (Ож zx) = т>; 

(vii) Ox (O*¥ x) = x; 

(vii) Ox (z * x) = z * z; 

(1х) Ox (Ox (хжх)) = z*z; 


(х) 2% (zx (хжи)) = z * x. 


证 明 G= Gi). H BCI-2 得 
(2 ж (z x z)) жх = 0. 

因为 x.€ L(X), 由 定义 得 zx = z x (е x z). Gi) 成 立 . 

Gi)=> Gii). HEM 1.1.2001) 和 式 (ii) 得 

(z*u)x*x(z*r)—(z*(z*z)*u-rx*u, 

Gi) 成 立 . 

Gili) => Gv). H Gii) 

xx (z x у) = (2 x (z x y)) ж (z * z) < уж (z * z). 
Gv) 成 立 . 

(1у)=> (у). H Gv) 
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(хи) ж (z xy) = (z x (z x y)) x u 
=< (уж (zx z)) жи 
= (ужи) * (z x z). 
(v) 成立 . 
(v)= (уі). H (v) 得 
Z wz = (z wz) + (0 * 0) 
< (Ox z) ж (0 x x). 
相反 的 不 等 式 由 BCI-1 即 得 ,所 以 (vi) 成 立 . 
(vi)=>(vii). B (vi) 
Ox (Охх) = (0x0) * (0 x z) = zx 0 = х, 
(vit) RZ. 
(vil)=> (viii). H (vii) 
Ox (z x z) = (O x z) ж (0 x z) 
= (Ox (Ох z=)) x z 
= zx x z, 
(vii) 成 立 . 
(vill) => (ix) 
` Q* (0 * (z *z)) =0* CO») (0 x z)) 
= (0x (0 x z=)) * (0 x (0 x 2)) 
= (xx 0) * (0 * (0 x z)) 
= z * (0 x (0 x z)) 
= x * х. 
相反 的 不 等 式 显 然 成 立 . 所 以 (ix) 成 立 . 
(x)— (x). Н GO 49 
rx*u-—O0x*(0xCrxu) 
= 0* ((2 x z) ж (хжи)) 
= Ox ([z x (хжи) | x zy 
= {0x [zx (z x) ]) ж (0 x z) 
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«еж (z x (хжи)), 
相反 的 不 等 式 自然 成 立 , (x) R. 
(х) G). # z x z = 0,H G) 得 
z = zx * 0 = z x (z x (z * 02) 
= z * (z * z) = z * 0 = z, 


于 是 x E LX). G) 成立. П 


1 ФЕЯ 1.3.10у) Av) PR y € LOO , MASK 
变 为 等 式 , 即 (iv) fll Су) 分 别 为 :V х,у € LOX) 和 V u,z € X, 
Gv) xe (хж у) = yx (z€ xx); 


(v) (Z *u)=* (5% y) = (ужи) x (zx z). 
由 定理 1.3.1 可 以 得 到 一 系列 有 趣 的 结果 . 
推论 1.3.2 LOO 是 X 的 一 个 子 代数 . 
WEB] х,и € L(X). 由 定理 1,3.1(x) 得 ,YzEX 
zx (z x (ma Xx u)) = z xu. 
H EJB1.3.1G),z eu € LOO. XRH LOO 是 一 个 子 代 数 . 口 
RTM LOO 为 XX 的 p- 半 单 部 分 . 


推论 1.3.3 BOK; « ,0) 是 一 个 BCI- 代数 ,VY a € LOO RI 
VzEX, 则 axx ELCX). 特 别 地 ,0x z € L(X). 


证 明 ”由 定理 1.3.1(ix) 得 


Ox (O x (ax х)) = a x x. 


利用 定理 1. 3. 16D RE a * z € LX). 口 ] 
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Wa, = 0* (Ож х). Ha < z Ha, Є 上 L(X), 所 以 有 


Jib 1.3.4 IX; * ,0 是 一 个 BCI- 代数 ,VY x € Х, ШЕ 
”在 a € LUX) a<r. L] 


我 们 称 BCI- 4&3 OX 5. ,00 E TER 45 EV z€ X,3 a 
€ L(X) Eha < x. 由 此 推论 1. 3. 4 可 表述 为 :每 个 BCI- 代数 均 
是 原子 生成 的 . 

对 于 任意 a EL(X), 记 VCa) = (x € Xia x). # RV (a) 
为 天 的 一 个 分 支 . 推论 1. 3.4 即 为 

X =U (У(а):а € LO). 

显然 B(X) = VCO). 

下 面 讨论 分 支 的 一 些 性 质 . 利用 分 支 研 究 BCI- 代数 是 一 个 重 
要 方法 . 


推论 1.3.5 WX; * ,0》 是 一 个 BCI- 代数 ,a € LX) bE 
LOX). WWW x € VG) A ake = ax*b. 


证 明 HERE 1.3.2 la xb € LOO. 5—J i 
(ax x) * (ax b) = (аж (a xb)) xx = bx <x = 0. 
Дая = a x ó. n>) 
ШФ r € ВОХ), h ERER 8 a x z = a. 


定理 1.3.6 WOX; x ,0) 是 一 个 BCL RM, Ba,b € LOO. 
WV Є V(a),y € Vb) HHA zx y € V(a xb). 
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证 明 ”因为 
(a xb) x (rxy) 
= (Ox[0x*(ax5b)]) + (% * y) 
= (Ox (z x y)» (0 x Ca¥ b)) 
= [Q2 * (Oxy) ]* [a x (a * b) J 
= ([0* (Ox (a xb))]* z) * (O * y) 
= ((a * b) x z) * (0 x y) 
= ((a * z) * b) x (0x y) 
= (0 x 2) * Oxy) 
= 0* (b * y) 
= 0x 0 
= 0, 
所 以 zxy € V(a xb). O 
作为 该 定理 的 特殊 情形 有 : 
Ha € LOX) MV х,уЄ Lia), x* y € BCX); 
X a,b € LOO Нат, V z € V(a),V y € VO), BA 
zxy BUX). 


#10 1.3.7. TEX; ,0 是 一 个 BCI- 代数 ,a,b5 € L(X) 且 
a Z b, Va) (1 VOD = @. 


证 明 WI V (a) Y VQ) AD, Htc € V(a) D VG. IH 
定理 1.3.6 得 0 一 cxc = V (axb), B] a xb = 0, 矛盾 . 口 


作为 这 个 结论 的 一 个 直接 结果 ,有 


推论 1.3.8 0; ,0) 是 一 个 真 BCI- 代数 , 则 它 是 无 界 
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的 . 等 价 地 说 ,有 界 BCI- 代数 是 一 个 BCK- 代数 . 


BCI- 代数 的 原子 和 分 支 是 由 刘 大 宏 [1],S. A. Bhatti, M. A. 
Chaudhry 和 B.Ahmad[11,Q.Zhangl4],j.Meng and X.L. 
Xin[1] 研究 的 . 推论 1.3.8 8 T 2EJPr[1]. 本 节 主 要 结果 引 自 J. 
Meng and X. L. Xin[ 1 J. 


1.4 ЖЖ 


遵照 群 论 的 思想 ,J. Meng RIS. M. Wei[1 ].[2 ] #J. Meng[ 7] 
ПЛЕН ТЖ. RIRA Paid Sm N = 10.1.2, 
N* — {1,25}. UE ICN Z. 


定义 1.4.1 WX; x ,0) 是 一 个 BCI- 代数,xE X Bn € 
ZW x" л КЖ) 递归 地 定义 为 : 

G@ #r =0,zZ = z, ! = 0* zx 

GO 4n> 0, д! = x * (Ож z") 

(ш) 4n< 0BF,z' = c" 


定理 1.4.1 对 任意 n € Z, 0" = 0. 

证 明 “平凡 的 . [] 
定理 1.4.2 iac LOO B z € X, 

G) (a 1)! = a; 


Gi) x "=ary"VYnEN; | 
Gi) Are BCX) Mac = z V n> 0; 
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Gv) жх Є ВОХ), Ша" = 0 V x >= 0. 


WEB] ra € LCX), 则 
(a1) l=0xa l=0x*(0xa) =a, 
(1) 成 立 . 
因为 
z ° = (z 1)° = 0 = (a) =az, 
Z = 0x*zx= 0*a, = a;!, 
所 以 当 n = 0,1 时 , Gi) 成 立 , Rn > 0, WJ 
x" = (x7!)" = (az) = az”, 
所 以 (ii) 成 立 . 
用 归纳 法 容易 证 明 (iii) 和 (iv). 口 


定理 1.4.3 aC L(X), 则 对 任意 n€ 2, а" € LX). 


证 明 ”因为 ZX) 是 XX 的 一 个 子 代数 ,所 以 
а = 0 € LOO, 
аі = аєі(хХ), 
a = 0жає LX), 
а? = aw (Oxa) € LOO, 
а? = 0жа € L(X), 


... 
*, 


a" € ІХ). m 


EH 14.4 Hae L(X), 则 对 n EN 有 


Оха"! = (0*a") жа. 


证 明 ”由 定理 1. 4. 3, 定 理 1.1.4 和 定理 1.3. (vii) 有 
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Оха"! = 0 х (аж (0 х а")) 
= (О*а) * (Ox (0 ж а")) 
= (0 x a) * a" 


= (О*а"') xa, 


定理 得 证 . 


定理 1.4.5 #a,b € LOO B n,m € М, 
G) at” = а" x (0 x a") 

GD (a™)" = am 

Gu) (axb) = a" wb" 

Gv) (O xa)" = 0* ar", 


WEB] ”为 了 证 明 (i), 关 于 mm 运用 归纳 法 . 当 m = 184, G) 显 
然 成 立 . Wm = АВА) ROT Blant! = at x (0 x a") Дт = k + 
1 时 ， 
att! x (0 xa") = (ax (0 x aM)) x (0 x a") 
= (at x (0 *a)) * (0 * a") 
= (а ж 0) ж ((0x a) жа") 
= a! x ((0 x a") * a) 
= attit" 
-一 attt, 
G) 成 立 . 
对 二 1,Gi 显然 成 立 . 设 (ii) Xf n = k ÈA. Д) 
(а") = a" ж (0 * (a™)*) 
= a" x (0x a”) 
= qntm 
= attor, 


所 以 (ii) R. 
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n = 1 (н) S AI SE. л = k B Gü) 成 立 , 则 
(a x b)! = (aw b) x (0x (ax b)*) 
= (a x b) * (0 * (a* x b*)) 
= (ax [(0 ж а^) x (Ox ]} xb 
= ((QQx 60) + [ (00 жа) xa] xà 
= [(0 ж b) x b]*x [CO x at) *a] 
= (0 * b+) ж (0# a*t) 
= qt! x pl, 
所 以 对 所 有 自然 数 ,(iii) 成 立 . 
Gv) 是 (iii) 的 特殊 情形 . 


[] 


定理 1.4.6 i XE-A BO- Afr € X Hn € М, 


G) zx" E Vla); 


Gi) Ox xz = 0* a’, 


证 明 显然 zx! = z€ Va). 假设 对 kE N,z € Vai). MI 


由 推论 1.3.5, 0 2^ = 0 ak. Ait 
gt = px(0xa*) = xx (0*ab, 
att! x 3* = (a, x (0 x ab) ж (z * (03 ab) 


=< a, * x = 0. 


于 是 att} ж ttl 一 0, Bp att! x t, 所 以 Pie V (at*!), 由 归纳 


法 ,GD) 成 立 . 
Gi) EG) 的 直接 结果 . 


下 面 推广 定理 1. 4. 4 到 整数 情形 . 


定理 1.4.7 a,b E LOO B.n € 2Z, 则 
(a x bY = a" x b". 


П 
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证 明 AER n < 0 证 明 , 此 时 — » — 0, 因 此 
(a * Б)" = ((axb) 1)" 
= (0x (a*b))™ 
= ((0 xa) ж (0 *b)) " 
= (Oxa) "x (Ож b)" 
= (a71)^* x (b) 
= a" x b", LJ 


作为 定理 1.4. 180 1. 4. 7 的 推论 ,我 们 有 


定理 1.4.8 对 任意 a € L(X) 和 任意 n CN. {ПЖ 
(0 * a)" = 0 * a". 口 


定理 1.4.9 对 a € LOO #l n,m EN 有 


a" жа" —q"". ð 


证 明 ”分 下 述 情形 进行 . 
3⁄4 n = m, 由 定义 知 结论 成 立 . 
4 т = 0, a^ x a” = a" x a° = a" x 0 = а". 
n= 0, HEH 1. 4.8, 
а" x a” = а жа" = 0*a" = a^ 
34 n > m > 0, 
a" * a” = а 
= (a"*(0xa""))xa" 
= (a” ж а") * (Ож a") 


= Ox (0 *a"™) 


n— m 
. 


m n-m 


=a 


min—m) 


* a" 


=a 
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M m > n > 0, 
а" x a” = a" x qt 07m 
= a" * (а" * (0* a" ")) 
= Q*a"”" 
= gro 
Щщ n> 0 > т, — m > 0. Ae 
а" жа" = аж (0a ") = а", 
34 т > 0 > п, Й] 
a" x а” = (a !)* x a” 
= (а!) x (0x (0 *a))” 
= (a 1) *(0x*a7!)" 
= (а!) "x (0 * (a7) 


= (al) "*" 


= a", 
W n «05H m < 0, li] 
а" жа" = (a !) "*(a ))" 
= (gn) 
=a", 
这 就 证 明了 定理 ， 


推论 1.4.10 对 akEZLCX) 和 za E Z, 我 们 有 


а"*" = a" x (0 жа"). 


WA “由 定理 1.4.8 #l 1.4.9 RNA 


а” x (O x a") = a" жа" = a" tm = а"*”. 


定理 1.4.11 对 a € LOO fll nm € Z, a = а". 


ШЕН 3 n,m > 0 BF , H ЕЖЕ 1. 4. 5Gi) 知 结论 成 立 . 
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342707 mW, 
(а")" = ((a") )" = ((a 1") ” 
= (a 1) "7 = a", 
当 m 之 0 之 nn 时 ,可 类 似 地 证 明 . 
34 n,m < 0 PF, Ji] — n > 0 > m. FE 
Ca)” = ((a ")"” = (a!) 
= (а) 1) = а". Cl 


1.5 元素 的 周期 


建立 在 元 素 赛 的 基础 上 ,J. Meng fI S. M. Wei[1] 讨 论 了 元 素 
的 周期 . 


定义 1.5.1 设 X 是 一 个 BCI- 代 数 ,rz € 六 .如 果 存在 &k € N° 
使 得 x* € BCX), 则 称 z 是 有 限 周期 的 ， 
|x| = min{k € N*;z' € BOO) 
叫做 工 的 周期 . SER k € N* oz & BOX), WISE z BAIR 
期 的 , 记 [z | = со, 
容易 看 出 , 当 a € LX) Н lal = n #F,# a" = 0. 


定理 1.5.1 BCI- (Ot X E:—4- BCK- 代数 当 且 仅 当 对 任意 
r€ X,|x| = 1. 


证 明 是 平凡 的 ， Cl 


定理 1. 5. 2 ita € L(X), 则 对 任意 zx € Via), |z| = lal; 
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即 同一 分 支 的 元 素 有 相同 周期 . 


证 明 设 zEV(a). 

如 果 a| = 1, 则 a = 0. HEH 1. 4. 6GD,0* r = 0*a = 0, 
Bp 0 xz x. H, |z| = 1. 

ШЖ lal =n >1 Ша" = 0 B: 1 < m < n Bf a” Z 0. HE 
38 1. 4. 60(11),0 ж 2" = 0*a" = 0 H 0 * z” = 0 жа" 40, A |=] 
= n. 

如 果 |а| = oo, 则 对 任意 n € Nt Җа" 5 0. IN k, 0 * z" = 
0x* 巡 天 0. 这 表明 |+ | = оо. [Г] 


这 个 定理 告诉 我 们 ,元 素 周期 的 研究 可 转化 为 原子 周期 的 研 


ot 


定理 1.5.3 # |х| =п< оо, Mz” € BCX) HRA nim. 


证 明 xe € Via) Н |*<| =n < оо, Ща" = 0. 
WR m = np, 则 由 定理 1. 4. 5GD, 
а” = а"? = (а")? = 0? = 0. 
另 一 方面 a” = x” FU z” € BOO. 
相反 地 ,如 果 zx”" € BCX) а" € BCX), Ва" = 0. Rik m = 
np +r, X) por € N* R0 < r< л, 
0 = а" = unetr 
== qa" x (0 жа") 
= (а")? ж (0 x a”) 
= 0* (0 xa) 
=a’, 


因此 a € BC(X). 这 表明 |а| < r <n, FE. MU nlm. [] 
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定理 1.5.4 WE |r| =n Bm € N* ,WJ |z”| = n/d X JL 
d = GCD(n,m). 


证 明 ”由 定理 1. 5. 2, 我 们 仅 需 对 原子 x 进行 讨论 . 设 = 
dn' ,m = dm!  ССр(п',т) = 1. 

因为 

Са)" zw = х”#' = = (z")” = 0” = 0, 

AH a)” € BCX) В y € BCX). 

HELE Nt {Iy Є BOO. 由 定理 1.5.3,n ЖЕ mL IN jt, 
n! 整除 ml HF GCD Qi! m) = 1,0 n 11. rE: Sn = n/d. XX 
就 证 明了 |х"| = n/d. Lj 


定理 1.5.5 |x| = |= '|. 


证 明 (Ха 证明 : 
ШЖ |а| = n, а" = 0. HEM 1.4.11, 
(а) = ат" = (а")7 = 071 = 0, 
因此 [a7 | lal. 956, la | = т, Д (a 2" 二 0. 由 定理 
1.4.11, 
а" = (aq "7) = 07! = 0, 

所 以 |a| < la !|. 这 就 证 明了 当 la| < оо ў |а| = lal. 

如 果 la| = 0, MER n € NH, 

(а71)" = (а") ! = 0 * a” = 0. 

因此 |а| = co. Р lal = |а| = co. П 


定理 1.5.6 ХЕ BCI 代数. 
如 果 z 和» 属于 X 的 同一 个 分 支 , 则 |z*y| = 1; 
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WR z у Р, axb] 7Е1,СМ(|х|,|у|) 
的 一 个 因数 . 


WEB] 如果 z 和 yy 属于 同一 个 分 支 , 则 zx*y€ BCX) BK 
[z* y| = 1. 

如 果 工 和 y 不 属于 同一 分 支 , 则 存在 ao € L(X) ,a Z b i 
z€ Vía) fy € VU. Nik |x| = |а|,|у| = 1019 |z * y| = 
la » b|. 仅 需 证 明 Ja x b| Ж1СМО|а|, 160) 的 一 个 因数 . 令 lal = 
n — nd, |b| =m = та H d = СС0(п,т). FÆ 

(a x Б)" = arma y pind 
= (а")" ж (pr) 
—0*0-0€ BCX). 
НАЕ 1.5.3, |а *b| СМ |а|, 16|) 的 一 个 因数 . 口 


在 这 个 定理 中 ,|z* y| = ОСМ (||, 1» D 是 可 能 的 . BM, X 
一 (k E Z), X, ен! x enr/à = е"? gu ex, x 1) 是 一 个 
BCI- 代数 . 容易 验证 


|e“| = 2, le | — 3, |e we 25] = je] = 6. 


定理 1.5.7 W(X; ,0 是 一 个 有 限 BCI- REM X HE 
个 元 素 是 有 限 周期 的 . 


证 明 ”对 任意 x € 工 (X) ,考察 序列 
ee a эб. 
因为 XX 是 有 限 的 , 故 存在 n,m € № BB = xn ax)Lx iin 
m. 因此 
0 = z" * z” 


= zt nm) x x" 
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= ("x (0 x z" ”)) Hx” 
= (zx” z") ж (Ож л") 
= Ox (Q*2"") 
这 表明 每 个 原子 的 周期 是 有 限 的 . 由 定理 1. 5. 2, 每 个 元 素 的 周期 
PARK. О 


值得 注意 的 是 ,存在 无 限 BCL 代数 , 它 的 每 个 元 素 的 周期 是 
ARH. fA) 1.1. 3 就 是 这 样 一 个 代数 . 

一 个 BCI- 代数 叫做 周期 的 ,如 果 它 的 每 个 元 素 是 有 限 周期 
的 .因此 定理 1. 5. 7 是 说 ,每 个 有 限 BCI- 代数 是 周期 的 . 
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定义 1.6.1 BC 代数 (X; x ,0) 的 子 集 了 叫做 它 的 一 个 理 
想 , 如 果 

` G) 0€1; 

Gi) z*y€ I# y € ISR z € I. 
一 个 理想 了 Ao WSR x € ЇЇ 0 x x € I. 


显然 {0} 和 X 是 XX 的 两 个 理想 . 


定理 1.6.1 BCI 代数 (X;*x ,0) 的 非 空 子 集 了 是 一 个 理想 当 
HIM V z,y € I, 
А(х,у) = {= € Xiz xx < y) € I. 
EIU A I A TR € I fll y & x,W] y € I. 


ФІ 一 般 理 论 @ 29 Ж 


定理 1.6.2 设 7 是 BCE 代数 (X; x ,0) 的 一 个 理想 .对 于 任 
E x,y € XX, 定义 x 一 yCmod7),( 或 简单 地 ,zx у) SAMY x y 
ET 和 yx*xxET, 则 ~ 是 X. 上 的 一 个 同 余 关 条 . 记 C! = (y € X: 
zc y) ,如 果 不 会 混淆 ,也 简 记 Cl 为 C-. 定义 C, x C, = С... іп 
ХЛ = (Cx € X). 则 (X/T;* ,Co) 是 一 个 BCI- 代数 . m IE 
一 个 闭 理想 , 则 С, = I. 


证 明 ” 显然 一 是 反 身 的 和 对 称 的 . 现 仅 证 传递 性 . W z — 
Ж y — е, z x y,y * z € I. H ВСІ-1 
(z*wz)* (хж у) «< y* zx, 
ДЕД zxz € I. A z * z E17. 这 就 证 明了 xz — z. НЮ E: X 
上 的 一 个 等 价 关 系 . 
如 果 工 一 > 和 zx v. l] 
(х*и) ж (z xu) S u *u € I, 
(хжо) ж (z xu) S u x € 1. 
ИЦ (z xu) * (z xu) CIM (xxv) ж (c xu) Є І, Bi хжи ~ 
rev. AA 
(xxv) * (ужо) < z * y € I, 
(ужо) є (z xu) S y* < € I, 
所 以 (zxv)x (ужо) € I Ж1 (уку) ж (z*v) € І, Bl xxv ~ 
ужо. BER z xu ~ ужо. ХН ~ ЖХ БН 
£. | 
显然 我 们 有 
(C, * Cy) * (С, * COD * (C, * Cy) 
= Сонун eed) ако) = С,, 
(C, ж (C, ж C) +С, = C 
C, * C, = С... = Co. 
mC. x С, = С, +С, = С, MIC.., = С. = ССІ, Рт * у, 


= Cos 


(тж (хжу)) жу 
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y*z € 1,Щ х ~ y, С, = C,. 这 就 证 明了 《CX/1;* ,Co 是 一 个 
BCI- 代数 ， 
最 后 ,假设 7 是 闭 理 想 . 为 了 证 明 C, = DUET OC, Hx 
€ 7 了, 由 了 的 闭 性 ,0x*z € INA x ~ 0,8 EC. LJ 
在 定理 1. 6. 2 中 ,C:- И Ear z B Ep OX Co) 叫做 
(OXXTIB*ENK. 


定理 1. 6. 3(K. Iséki[3]) BCI- ‹Х; * ,0) 的 BCK- 部 分 
BOO 是 它 的 一 个 理想 . 


证 明 设 zxyE€ BCX) Ay € BOX), Ех € I. MRE 
BCX), WJ a € LX) fic € Via) ЖЖ аз 0 H y € BOX) = 
VCO), HE 1.3.9 48 х» y & BCX) FH. 口 


对 于 BCK- 代数 ,每 个 理想 是 子 代数 ,但 是 对 于 BCI- 代数 , 理 
想 不 必 是 子 代数 . 


例 1.6.1( 陈 昭 木 [2]) BCI- 代数 (人 Q ; 二 ,1) 中 , 令 Z* 是 所 
有 非 零 整数 作成 的 集合 , 因为 

G) 1€2’; 

G) z+ y€Z* fly € Z* Br € Z" , 
MAZ: 是 它 的 一 个 理想 ,但 是 Z* 关于 — 不 封闭 ,因而 Z" ЖЕТ 
代数 . 


这 就 给 BCI- 代数 理想 的 研究 带 来 了 不 便 . 为 了 克服 这 一 困 
难 , 陈 昭 木 于 1987 年 提出 了 优 BCI- 代数 的 概念 . 


定理 1. 6.4( 陈 昭 木 [2]) BCL 代数 (X; x ,0) 的 理想 了 是 它 
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的 子 代数 当 且 仅 当 Y zx € LI 0 = € I. 


证 明 必要 性 显然 , 仅 证 充分 性 . 设 x,y € І, 则 
(r*y)*r—(r*z)ky—OxyCl. 
由 于 了 是 理想 ,所 以 zxy E17, 即 T 是 XX 的 一 个 子 代数 . O 


定义 1.6.2 Ë BCI 代数 (Xi < ,0) 的 每 个 理想 是 它 的 子 代 
BX WRX; x ,0) 是 一 个 优 BCI- 代数 ， 


显然 BCK- 代数 是 优 BCI- 代数 ; Ө"; +,1) 不 是 优 BCI- 代 
数 . 


定理 1.6. 5( 陈 昭 木 [2]) ARM BCI- 代数 是 优 BCI- 代数 . 


ШЕН 设 (X;* ,0 是 一 个 有 限 BCI 代数 ,和 包含 = 个 元 素 ， 
mR I eX TRV a € 7, 考 虑 如 下 =” 十 1 个 元 素 
0,0*a, Ож а, =, 0 жа, 
其 中 必 有 两 个 相等 . 无 妨 设 


Ож'а = 0*'a, s < r < n. 


则 
0 = (0*'a) x (0 *'a) 
7 一 5 次 
= {[ (0 жа) жа) * +] * a} ж (0*'a) 
= 0 *”a € I. 
由 于 7 了 是 理想 ,结合 a € 1,18 0каєІ. НЕ 1.6.4, 72 XH 
一 个 子 代数 . 这 表明 (Xi * ,0 是 优 BCI- 代数 . Г] 


前 一 节 , 证 明了 工 (X) 是 的 子 代数 ,自然 我 们 要 问 L(X) 是 
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不 是 一 个 理想 ?回答 是 否定 的 . 


例 1.6.2 #Х = {0,1,2,3}, * FH PRAY 


3 
1 
3 
1 
0 


о mw m O| * 
% DS eH OO 
= w о uje 
w о к Q| r 


“3 œl 0 


MJX; * ,0) 是 一 个 BCI- 43. LOX) = (0,1,3), Ж52+3=1Є 
L(X) {82 & LX) LA LOO 不 是 理想 . 


Ж 1.6.6 KI BCI- 代数 X 的 一 个 理想 , 则 了 是 闭 的 当 
”县 仅 当 了 是 XX 的 一 个 子 代数 .因此 X 是 优 的 当 且 仅 当 X 的 每 个 理 
ЕЙ. 


证 明 RIEM, Н х,у Є IAA 
(r*3)*r—0*y€C€l, 
所 以 zx*yE 7 这 表明 7 是 X 的 一 个 子 代数 . 相反 的 蕴涵 是 明显 
的 . | Г] 


现在 我 们 先 证 明 BCI- 代数 的 一 条 基本 性 质 . 
定理 1.6.7 X; x ,0) 是 一 个 BCI- 代数 ,n € М, V >, 
y€ X 


G) (Ож) ж (0 *"y) = 0 * "(z x y). 


证 明 n = 18, НЕЯ 1.1.4190). RE n = kG) 成 立 . 
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注意 到 0 x i> fl O y 是 原子 ,无 妨 设 zE Va) fl y € VG), X 
JLa,b € L(X), НФ 1.3.5 Ж: 
(0 x **1z) ж (0x у) 
= [(x'z)xz]«[(x*y)*y] 
= [(0**z)*a]*[(0Ox*y) x5] 


= [(0x*z) * (Ox*y)] x* (a *6) [由 节 1.3 式 (vy)] 
= [0х (тж у) ]* (хжу) : 
= Q x (x x y). 

由 归纳 法 知 (iD 成 立 . LJ 


定理 1.6.7 引 自 张小红 [1]. 
17 lies 


同 态 映 射 和 同 构 映 射 在 代数 系统 的 研究 中 是 非常 重要 的 ， 
BCL 代数 也 不 例外 . 


定义 1.7.1 W(X; * ,00 ACY; ж,,0,) 是 两 个 BCI 代数 . 
映射 f X 一 工 叫 做 和 到 了 的 一 个 同 态 映射 , 如 果 对 于 任意 x, >; 
EX, BA 

Р(х * x) = fT) * f(a); 
ink f ЖЕ X BY HA . m / E: X BY MAA. AAS X 
LY 表示 ,也 可 简 记 为 X ~ 了 ,这 时 , 称 Y ЖЕЛ F X WAAR. 

显然 ,f(01) = 0. 

WR X AY HASRA S Æ X A Y WAH, WP S EX aY 
的 单 同 态 ， 

如 果 XX 到 Y 的 同 态 映射 了 既是 X 到 YY 的 单 射 ,又 是 满 射 , 则 
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Br f 38 X B| ЕВ НЕ, ЖИПЕК X S Y FLAN iW X 
y RAX = Y. 


11.7.1 BX; * ,0) OX 1,00 ERA BCI- 代数 . 令 
f.X — X' AN z € XA fG) —0.W f X3 X' 的 一 个 同 
dH. 事实 上 ,对 任意 zx,y € X, 

/(х жу) = 0 = 0x0 = /(х) ж f(y). 
X^ I] AS m] HE А &. 


1.7.2 OX; *,0 是 一 个 BCI- 代数 ,7 E X BTE 
想 , 令 Р.Х > X/I AMER z € X,fG) = C. Ml 
бх жу) = С.у = C, * C, = fG x f(y. 
ВЕРА f d& X #| X/I 889—738 ds. PRIX TAA X $1 X /I 85 B Ж 


(1.7.3 TEX = (0,1,2,3,4,5),Ү = (0,a,b,c), * 表 分 别 
aT. 


*|0 1 2 3 4 5 
об 0 0 4 3 4 
1|1 0 1 4 3 4 
202 2 0 4 3 4 
3/3 3 3 0 4 O 
4|4 4 4 3 0 3 
515 3 5 1 4 0 


£15 一 般 理论 @ 35 ў 


4 f:X->Y MP :f0) = /(1) = 0,70) =a,f(3) = /(5) =b, 
f(4) = c. WJ f ЖКХ BY 的 一 个 满 同 态 ， 


设 了 是 BCI- ЖХ; + ,0) 到 BCI- ЖХ", +',0'› 的 一 个 
Ir] d BRA m A — X A BOX 是 非 空 集 , 记 
Imf = {f(zx):x € X}, 
F(A) = (f(x) :2 € A}, 
f '(B) = (z € X: f(z) Є B), 
Kerf = (z € X: f(z) = 0') = f 1(0'). 
Fk Kerf 为 同 态 映射 了 的 核 . 


定理 1.7.1 设 / 是 BCI 代数 (X; * ,0) BCX’; x ,0 ) 的 一 
个 同 态 映 射 . 

G) Kerf 是 XX 的 一 个 闭 理想 ， 

Gi WA AEX 的 一 个 闭 理 想 , 则 广 '(4) 是 X 的 一 个 闭 
理想 . 


证 明 AAO} J& X' 的 一 个 闭 理 想 , 所 以 Q@) 是 (ii) 的 特例 . 
现 仅 给 出 (i) 的 证 明 . В rey € f(A AVE / (A), Wi 
f(z) * fly) = f(x* y) CAMS € A AE fa) E А,В x 
€ F(A). BRA 0 € Р (А). ХИН f f 1 (A) ЖХ 
理想 . 对 任意 zx € 广 1(4), 因 为 
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FOx*xx) = f(0).*x fi) = 0 x f(a) € А, 
所 以 Ox x € f (A). RR f 1 CA) ЖЕЙУ. C] 


在 上 述 证 明 中 顺便 得 到 了 


命题 1.7.2 iE fH BCI- 代数 (X;* ,0) BCX’; x ,0 0 的 一 
ЛАЯ, А BEX" 的 一 个 子 代数 (或 理想 ) Ju 广 !(4) E. X HH 
个 子 代数 (或 理想 )， 口 


定理 1.7.3 设 / 是 BCL 代数 (X'; x ,0) 到 (X'; x ,0 ) 的 一 
个 同 态 映射 , 则 S 是 单 的 当 且 仅 当 Kerf = (0). 


WA 设 f 是 单 的 . 对 任意 z € Kerf, BA f(z) = 0' = 
FCO), PRVI z = 0. 这 表明 Kerf = (0). 
相反 地 ,假设 Kerf = (0) ER х,у € X , MRS) =f), 
则 
fx у) =f) ж (у) = 0, 
JG xx) = /(у) ж (х) = 0, 
Bl хх y € Kerf Ml y * x € Kerf. PRL 
s*y = yx*zx = 0, z = у. 


这 表明 FN. 口 
下 述 命题 是 显然 的 . 


.命题 1.7.4 WE E BCI- 代数 (X;* ,0) BCX; * ,0' 的 一 
个 同 态 映 射 , 则 S 是 满 的 当 且 仅 当 Imf = X'. 口 


定义 1.7.2 MRS BBC 代数 (Xi x ,0) 到 自身 的 一 个 同 


#18 -RELO 37 ў 
ВЯ, ШЖК / E: X BJ— + Ë Р] Ж. 


- 例 1.7.4 WEG ,0') 是 一 个 BCI- 代 数 ,f:X 一 站 定义 为 : 
对 任意 x € X,fG) = z. VE f d X 的 一 个 自 同 态 ,今后 这 个 同 
态 将 简 记 为 1x, 并 称 为 X Be X EL. 


例 1.7.5 B(X; * ,0) 是 一 个 BCI- 代数 ,X。 是 它 的 一 个 子 
代数 , X, X EMA MER z € X,, f G) = x ЩЩ f AE Х, 8] 
X 的 一 个 同 态 . 这 个 同 态 称 为 包含 同 态 . 


假设 £.X > Y Fl g:¥ > Z 是 两 个 映射 , 那 末 映射 ef X — Z 
(gf)G) = gf a) < € X. 
用 三 角形 图 可 以 把 这 个 定义 直观 地 描绘 成 


gf 
X 


we 


- Y 
我 们 说 这 个 图 可 换 指 的 是 ,由 X 到 2Z 的 结果 不 依赖 于 我 们 是 
直接 用 gf 得 到 的 ,还 是 用 经 过 Y 再 用 g 得 到 的 . 我 们 称 ef WS 
与 g 的 复合 ,有 了 时 也 记 为 g。/. 


定理 1.7.5 设 f 是 BCI- 代数 (和 x ,0x) BUCY x ,0y) 的 一 
个 同 态 映射 ,g 是 BCI- 代数 (了 Y; x ,07) $102; x ,0z) 的 一 个 同 态 映 
射 , 则 gf OX; x ,0x) 到 (2Z; * ,0z》 的 一 个 同 态 映 射 . 
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证 明 平凡 的 . 口 


定理 1.7.6 设 X,Y,Z,W 是 BCIL- 代 数 ,f;X 一 Y,g:Y 一 2Z， 
h:Z — W 是 同 态 映射 , 则 hgf) = Gg) f. 


ШЕЯ КА. 口 


假设 f:X 一 Y 和 g:Y 一 X 是 任意 两 个 同 态 映射 .如 果 fg = 
17; 则 称 f 为 g 的 一 个 左 逆 , 称 g 为 了 的 一 个 右 送 ,如 果 还 有 gf = 
1x; 则 称 g 是 的 双 侧 地, 简称 为 送 ( 这 时 也 是 g 930 EH f 
wg. 

PEER, — ^r [] 5-8 338 , UE A FERA 

С) = f, (ЕР = fg. 

同样 容易 证 明 ,一 个 同 态 映 射 有 逆 当 且 仅 当 它 是 一 个 双 射 ( 即 它 既 
是 单 的 也 是 满 的 ). 

现在 ,我 们 给 出 BCI- 代数 的 同 态 基 本 定理 ; 


定理 1.7.7( 同 态 基 本 定理 ) — UE Æ BCL 代数 (Xi * ,0) 到 
(X'; = ,0') 的 一 个 满 同 态 , 则 X/Kerf = X'. 


证 明 Re EXA X/Kerf 的 自然 同 态 , 如 下 定义 映射 h: 
X/Kerf — X' ,对 任意 C: € X/Kerf, АСС.) = f(z). MRC. = 
C,; 则 zxy € Kerf fl y * x € Kerf, 即 

f(a) ж fly) = fG * у) = 0 fiys x) = fly) ж Р(х). 
所 以 f(z) = f(y). 这 表明 有 是 良好 定义 的 . 
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X/ Kerf 
因为 
ACC, +С) = h(C,.,) = fcx у) 
= f(x) * fi) = h(C.) * h(C,), 
所 以 h 是 一 个 同 态 映 射 . BBR Л 是 满 的 . 
如 果 对 任意 C;,C, € X/Kerf, h(C,) = h(C,), 则 
f(G) = fO», Fax y) = fiy* x) = 0. 
FÆ х* y,y* = € Kerf. И C, = С,. 这 就 证 明了 天 还 是 单 射 . 
FELA h Æ X/Kerf Bl X' 的 一 个 同 构 上 映射 ,于 是 X/Kerf = Х'. 


推论 1.7.8 UI E BCI- (O80 X AARE, A.X > X/I 
是 自然 同 态 , 则 Kerh = I. 


证 明 对 任意 x € Kerh ,我 们 有 С, = h(x) = C, = 了 ,所 以 
х Є I KZ, rE M] z € С, C, = Ca, х € Kerh. 这 就 证 
明了 Kerh = I. B 


例 1.7.6 X; x ,0 是 一 个 ECL 代数 ,n 是 一 个 自然 数 ， 
4 fiX — X BISHER x € X, f, (1) = 0 x" x. HEM 1.6.7, 
f j X bE—^4HBIBd. Ш n = 2, 
f,G) = 0* (0 * z) = a, € LOO. 
由 此 看 出 Kerf, = BOO. 利用 同 态 基 本 定理 得 :X/B(X) = 
L(X). 
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设 X 是 一 个 BCI- 代数 ,KK 是 X 的 一 个 子 集 , 五 是 XX 的 一 个 闭 
理想 . id 
KH =U (C::a € К). 


引 理 1.7.9 X E— + BCL 代数. mR K Æ XATA 
RH J X #J—A ABW KH Æ X 的 一 个 子 代 数 . 


证 明 显然 0E 天 万 . 设 z,yE KH ,Wijfrika,b € КІВ х 
€ CF,y€ CH, 因此 zx y € Ch,. 由 于 是 到 的 子 代 数 , 所 以 a xh 
€ K. 这 就 证 明了 xz*y € KH, 即 KH 是 XX 的 一 个 子 代 数 ， O 


下 面 我 们 给 出 另外 两 个 重要 的 同 构 定理 . 


定理 1.7.10 假设 XX 是 一 个 BCI- 代数 ,K 是 的 一 个 子 代 
数 ,五 是 XX 的 一 个 闭 理想 . 则 有 下 述 结论 : 

G) KK 人 间 瑟 是 K 的 一 个 闭 理想 ， 

Gi) KH/H= K/(K f) H). 


证 明 BRK OHEKH—-TFRE BRT z, € К 
Жх+уЄ KAHM yE KO H. ENH É X H-T+BRR 
们 有 z € 五 .因此 zE 天 门 瓦 .这 表明 天 门 瑟 是 玉 的 一 个 闭 理想 ， 
G) 得 证 . 

为 了 证 (ii), 令 :KK 一 KH/HH 使 得 对 任意 & EK, fk) = CË 
€ KH/H. 显然 f 是 一 个 满 同 态 . 现在 证 明 Kerf = K N 五 .首先 
ЖЖ КН/Н ЖЖЖ Н. HU Kerf < K N A. HAH ME 
ERCK)HH,WkCH,BI SR) = CH = H. 这 就 证 明了 Kerf 
= K 门 H. 最 后 由 同 态 基本 定理 得 K/(K AN H> =< KH/H. O 
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5]38 1.7.11. 设 X 是 一 个 BCI- 代数 . 如 果 4 是 和 的 一 个 闭 
理想 ,K 是 4 的 一 个 闭 理 想 , 则 下 述 结论 成 立 : 

G) 天 是 和 的 一 个 闭 理想 ， 

G) ЕС Є X/K, Cz N AF ОС С A.. 


证 明 ЖКХ. 任 取 xz,y € X UR ry 
€ K#ly€ К.Ш KC А х+»уЄ ARI € A. HT ARX 
的 一 个 闭 理 想 , 则 x € 4. 现 在 利用 天 是 4 的 闭 理 想 得 zE 天 ,这 
表明 下 是 XX 的 一 个 闭 理想 . CO 得 证 . 

ЖУЄСЕГ А, € A#lz= y € КСА. Ц z € A. qu 
RCEN AAG WXHFESR z € Cz ,我 们 有 zxx € K S A. BA z 
€ A 得 xz € 4. 这 就 是 说 Cz с A. Gi) 得 证 . LJ 


鉴于 这 个 定理 ,4/ 天 既 可 理解 为 BCI- 代数 4 关于 理想 天 的 
商 ,也 可 以 理解 为 {Cr € X/K CE CA}. AIRES A/K 的 意义 是 
良好 定义 的 . 


定理 1.7.12 设 X 是 一 个 BCI- 代 数 ,A 是 XX 的 一 个 闭 理 想 ， 
KK 是 4 的 一 个 闭 理 想 , 则 
X/A= (X/K)/(A/K). 


WAR < f.X/K > X/A (EMER z € X, f (Cr) = Ch. 
易 知 了 是 一 个 满 同 态 . 我 们 知道 X/A 的 零 元 素 是 Cf = 4, 因此 对 
{ER CE € Kerf, f(Cz) = A,B} C? = A, MU x € 4. 由 此 得 Cz 
€ Kerf # z € A, BI KerA Cc A/K. №, ЕСЕ € А/К, 
B 538 1.7. 11 4 x € APU f (C£) = CI = А. XRG A/K — 
Kerf, 以 上 证 明了 Kerf = А/К. 由 同 态 基 本 定理 有 
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Х/А = (X/K)/(A/K). 口 
在 上 述 证 明 中 ,实际 上 顺便 证 明了 下 述 


推论 1.7.13 设 XX 是 一 个 BCI- 代 数 ,4 是 XX 的 一 个 闭 理想 ， 
玉 是 4 的 一 个 闭 理 想 , 则 A/K 是 X/K 的 一 个 闭 理想 . О 


本 节 最 后 ,我 们 给 出 BCI- 代数 六 与 其 商 代数 中 理想 之 间 的 对 
应 关系 , 设 1 是 XX 的 一 个 闭 理 想 , 以 CIC(X ,1) 记 关中 包含 1 的 全 体 
闭 理 想 的 集 , 以 CI(X/T) 表示 商人 代数 关 /I 中 所 有 闭 理想 之 集 . 


定理 1.7.14 设 X 是 一 个 BCI- 代数 ,TIT 是 XX 的 一 个 闭 理 想 ， 
7 是 XX 到 X/IT 上 的 自然 同 态 . S SCX, Г) > CI(X/7) 使 得 对 任 
&AcCKX,D, 
f(A) = A/I. 
Jj 了 是 到 CI(X/D 的 一 一 对 应 . 


证 明 由 推论 1.7.13,f 是 良好 定义 的 . 对 于 XA 中 任 一 闭 
HE K, WACK = 7K) € CI(X,D). 所 以 了 是 一 个 满 射 .由 
引 理 1.7.11 知 f 还 是 一 对 一 的 .所 以 f 是 CI(X, 了 ) 到 CI(X/1) 上 
的 一 一 对 应 . 口 


本 节 主 要 结果 引 自 Z. M. Chen 和 Н. X. Wang[2]. 
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$5 23€ JLÆ BCI- 代数 


本 章 将 叙述 几 类 重要 的 BCI- 代数 ,它们 是 BCI- 代数 理论 的 
重要 组 成 部 分 . 


2.1 结合 BCI- 代数 


Q. P. Hu and K. Iséki[1] 给 出 了 结合 BCI- 代数 的 概念 ,并 与 
元 素 皆 对 合 的 Abel 群 联系 起 来 . 


定义 2.1.1 WO, *,0 是 一 个 BCI- RR. BV ryz € X 


ORA 


G) (G*y*z—rx*(y*z), 
MPKA; x ,0) 是 一 个 结合 BCI- 代数 ， 


例 2.1.1 BEX = (0,1,2,3,4,5,6,7), x 表 如 下 


aon fk wn о ж 
NRT Rw NY юк ojo 
cro o ән о. ө ә to | 
> сл 0 3.0 н RON w 
ф го к on Фф л alea 
yo Han = ajoa 
HOw гә a += Lo o 
с nm NOW > л PNN 


~ 


1 
1 
6 
3 
2 
5 
4 
7 
ДХ; * ,0) 是 一 个 结合 BCI- К. 


例 2.1.1 是 一 个 结合 BCI- 代数 . 


定理 2.1.1(Q.P.Hu and K.Iséki[1]) (X; x ,0) 是 一 个 
BCI- 代数 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

G) 和 是 结合 的 ; 

Gi) Ox*xr-—zz,Vr€X; 

GN) х*у = yxx,V rye X. 


证 明 OSG). AH X BASH HEX 
O xx= (z * z) x z = z * (z x =) = xz x 0 = x, 
Gi) 成 立 . 
Gi) (ш). # Gi) 成立 , 则 
(z w у) ж (y *& x) = ((0 * z) * (0 * y)) * (y * x) = 0. 
由 对 称 性 得 Cy * х) * (z x y) = 0. RRL z x y = y * z, Gii) 成 立 . 
Gii)— G), 4 (ш) 成 立 , 则 
Zx (y xz) = (yxz)xx = (ye a XZ—= (mx y)xz, 


HE X 是 结合 的 . O 
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定理 2. 1.2(Q.P.Hu and K. Iséki[1]) ”一 个 (2,0) 型 代数 
(X; * ,0) 是 结合 BCI- К A(X; x 0) 是 一 个 元 素 皆 对 
合 的 Abel 群 ( 即 对 合 Abel 群 ). 


证 明 VEY. X; ,0) 是 一 个 结合 BCI- 代数 ,由 定义 知 

x 满足 结合 律 ;由 定理 2.1.1(i) 知 0 是 左 单位 元 ;由 BCI-3 知 z 是 
х AYER TC. W (X; * ,0) 是 一 个 元 素 组 对 合 的 Abel 群 . 

“充分 性 显然 . 口 


由 定理 2. 1. 1GD 看 出 ,结合 BCK- 代数 必 是 平凡 的 . 下 面 给 出 
结合 BCL 代数 的 简化 公理 系统 ， 


定理 2.1.3 (2,0) 型 代数 (X; < ,0) 是 一 个 结合 BCI- 代数 当 
且 仅 当 它 满足 :Y х,у, € X 
G) (y*<x)* (z * +) = z* y; 


Gi) <*O0= zx. 


证 明 ”必要 性 . LED 成 立 . 因为 
(Cy * x) * (z * x2) * (z * y) 

= ((z * y) ж (z x z)) * (x y) [由 定理 2. 1. 1Gii)] 

= 0. [由 BCI-1] 
由 定理 2.1.1GiD MERG 

(хх y) * (Cy * x) ж (z x z)) 

= ((y * z) * (y x z)) * (z x y) 

= 0. 
由 上 述 两 个 等 式 得 (i). 

充分 性 .在 (GD PS z = 0, 由 (ii) 得 
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Z * y = (y *0)*(z*0)= yx z, 
定理 2.1.101) 成 立 . 
H G) 和 定理 2. 1. 16i) 得 
(1) (y * (z * z) = z * y. 
在 (1) PA y = 0, GD 得 
(x * 0) ж (z=*z) = z * 0, 
(2) zx (zw * zx) =. 
在 (2) HS z = 0, HL Gi) 8 z x = 0. 这 表明 BCI-3 成 立 . 
由 BCI-3 和 (1) 得 
((zxy)x(Zxz))x(zxy) 一 (zxy)x(Zx3y) 一 0， 
所 以 BCI-1 成 立 . 
由 BCI-3 和 (2) 得 
(zx (zx y))* y = ужу = 0, 
Вр BCI-2 У. 
Ш >x y = y* z = 0, (2) 和 Gi) 得 
f y = zx (z x y) = z=* 0 = z, 
这 表明 BCI-4 成 立 . 
所 以 (Xi ,0 是 一 个 结合 BCI- КЖ. 


定理 2.1. 3 中) 和 (Gi) 还 是 独立 的 . 


例 2.1.2 ИХ = (0,1), * RMF 


*|0 i 
010 0 
110 0 


W(X; x ,0) 满足 定理 2.1.3 中 (iD ,不 满足 定理 2. 1. 3 Pad. 


例 2.1.3 WX = {0,1}, x 表 如 下 


LI 
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*|10 1 
ото 0 
111 0 


Wi] OX; < 0) 满足 定理 2.1. 3 中 (ii) ,不 满足 定理 2. 1. 3G). 


定理 2. 1.4 (2,0) 型 代数 (X; x ,0) 是 一 个 结合 BCI- 代数 当 
且 仅 当 它 满足 :Y z,y,z € X 

G) (rey) ж (rez) = 2% y; 

Gi) 0Ox*<x = х. П 


定理 2.1.5 (2,0) 型 代数 (XX;* ,0) 是 一 个 结合 BCI- 代数 当 
且 仅 当 它 满足 :V х,у,2 € X 

G) (Txy) ж (хж2) = ужа; 

Gi) r*0-z. ü 


这 两 个 定理 是 章 仲 英 , 岳 振 才 [1] 得 到 的 ,其 证 明 类 似 于 定理 
2. 1. 3, RAAB PR. 

本 节 以 下 5 个 定理 均 属 于 雷 天 德 L[1], 主要 讲述 有 限 结 合 BCI- 
代数 的 结构 . 


定理 2.1.6 设 (X;* ,0) 是 一 个 结合 BCI- 代 数 , 则 5 是 X 的 
子 代 数 当 且 仅 当 S E X 的 理想 . 


ШЕ 车 S 是 XX 的 子 代数 , 必 有 0E€ 5S. 此 外 如 果 yxxE€5 
和 xzES, 有 
y= y*0 = уж (z xz) = (y*x)*<x € S. 
所 以 S 是 一 个 理想 . 
反之 , 设 $ E X 的 一 个 理想 .如 果 2.» € 5, 
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(хжу) жу = тж (ужу) = х0 = х Є S. 
Рё zx y € 5. 这 表明 SS BX 的 一 个 子 代数 . О 


定理 2.1.7 有 限 结 合 BCI- OG * ,0) 是 有 限 个 2 阶 理 
ЖЛ: 
X = (a,] X =+ X (a). 


证 明 ”由 定理 2. 1. 2,X 是 元 素 丝 对 合 的 Abel 群 ,所 以 X 中 
65 3E IR НЕЕ 2 阶 的 . 由 群 论 中 “有 限 指数 的 Abelp- BERI 
是 其 循环 子 群 的 直 积 ”和 定理 2.1.6 WX 是 有 限 个 2 阶 理想 之 
Ж. 口 


我 们 令 
a,33 є = 1 时. 
则 由 结合 性 和 直 积 条 件 的 保证 ,X 中 每 一 元 素 皆 唯一 地 表示 为 
ap wx. жат, 

这 里 s = 0,1. 于 是 我 们 得 

ETH 2.1.8 设 (X;* ,0) 是 一 个 有 限 结 合 BCL RR, X 
= {ай w = жат = 0,1}. ATT X A 2" И. H IG аЙ I dE 2" 
的 偶数 阶 真 BCL 代数 一 定 不 是 结合 的 . О 

下 述 定理 给 出 存在 问题 的 解答 . 


定理 2.1.9 {ЕЖ 2" 阶 的 结合 BCI 代数 是 存在 的 ,这 里 4 之 
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证 明 АХ, = (0,1),0*0=1%ж1 = 0,1*0=0%1 = I, 
Хоз * ,0) 是 一 个 2 阶 结合 BCL 代数 . 这 表明 » = 1 时 结论 成 


AL. 


MER ELI nm 


7 个 
X = X, XXX, 
其 中 0 = (0,---,0),а = (ат, ar), AF 
0xa 二 (0, ,0) x (ат, san) 
= (0 ¥ aye, 0 x az) 
= (aj, as") 
=a, 


所 以 (XX;* ,0) 是 一 个 2" 阶 的 结合 BCI- 代数 . И 
2 п > 0) 阶 的 非 结合 BCI 代数 也 存在 . 


例 2. 1.4 X = {0,1,+++,2”— 1), * 表 如 下 
0， M rzlyz2—1; 
1, By z< 2 — 1, уз 0; 
Zx у = 
2 —1, My<z=2 — 1, уж 0; 
х, щу< х9 2 — 1, у= 0, 
ДХ; ж ,0) J&— 2" 阶 的 非 结 合 BCI- 代数 ， 


结合 BCI- 代数 的 同 构 问题 特别 简单 . 


定理 2.1.10 (Xi; * 1,0.) FUCK, % 2502) 是 两 个 有 限 阶 
的 结合 BCI 代数 , 则 X, =X. 当 且 仅 当 六 5 X, 的 阶 相等 . 
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充分 性 ЖХ, AX, 都 是 2 阶 的 ,由 定理 10.5.8， 
Xx, = (an * Qc ж.а"), 
X, = (Dp ж, b). 
由 于 结合 性 及 表示 的 唯一 性 , 则 在 映射 
ай ж, жуаз Ба жо ж, Би 


F x, = Xa 口 


我 们 用 Hom(X,Y) 表示 BCI- 代数 和 到 BCL 代数 了 的 所 有 
同 态 映 射 的 集合 , 简 记 Hom(X,X) 为 Hom(X). 1984 + К. Iséki 
和 A.B.Thaheem[1] 给 出 下 述 两 个 结果 . 


定理 2.1.11 假设 X 是 一 个 结合 BCL 代数 , 而 € 
Hom(X),g € Hom(X), N) £*g € Hom(X), i S V x € X, 
(Гед) (х) = Р(х) ж р(х). 


证 明 ”对 任意 x,y € X, 
(f * р) (сж y) = f(x w y) ж g(z + y) 
= [f/G) ж f(y)]* [g (z) * go] 
= (f(z) x [e G) x g(y)]) ж f) 
= (LfGOo ж g(a) ] * g(y)) ж f (y) 
= (f(x) ж g(a) J * [g (y) x f (y) J 
= (f(z) ж g(z)) x (y) x gy)) 
= (J x р) (х) * (f x gy). 
ТЫ f x g € Hom(X). 口 


定理 2.1.12 (Ri X 是 一 个 结合 BCI- 代数 , 则 (Hom(X)， 
* ,0) 是 一 个 结合 BCL 代数 ,其 中 < 如 上 一 定理 中 所 给 ,0 元 是 : 
V z € X ,0(z) = 0. 
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证 明 是 平凡 的 . О 

К. Iséki and А. B. Thaheem[ 1] 最 后 提出 一 个 公开 问题 :对 任 
意 BCL RH X,(Hom(X); ж ,0) 是 一 个 BCI- 代数 吗 ? 

C, 5, Hoo and Р.У. В. Murty[1] 和 E. Y. Deeba and S. K. 
Goel[1] 都 给 出 了 和 否定 的 回答 , 但 前 者 更 简单 , 下面 叙述 这 一 结 


Ж. 
iX = {0,1,2}, * 表 如 下 


ДХ; * ,0) 是 一 个 BCI- 代数 . EM g: X — X 18 g(0) = gOD 
= 0, g(2) = 2,0] g € Hom(X). / WX — X HORS Вр 
V < € X,fG) = х, f € Hom(X). 因为 
(f x g)G * 2) = fC ж 2) ж g(1*2) 
= (1*2)*0=0, 
(f * g) 0D ж (J x g) (2) 
= (f(1) * gG) ж (702) ж g(2)) 
= (1*0)*(2*2) = 1; 
Pru (f x 2) (1 x 2) z (f x р) (1) * (f x д) 02). 这 表明 Hom(X) 


关于 * 不 封闭 ,更 不 会 是 一 个 BCL RE 
2.2 p- Ф BCI- 代数 


雷 天 德 [2],[3],T.D.Lei and C. C. Xi[1j, 章 仲 英 [1] 和 W. 
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A. Dudek[1] 分 别提 出 了 广义 结合 BCI- 代数 ,p- 半 单 BCI- 代数 和 
对 称 BOCI- 代数 的 概念 . 随 着 研究 的 深入 ,事实 证 明 这 几 类 代数 是 
同一 个 代数 , 它 已 受到 国内 外 的 重视 和 广泛 研究 . 本 节 叙 述 这 方面 
的 一 些 主要 结果 ,属于 上 述 五 篇 文献 的 结果 不 再 标明 出 处 ， 


定义 2.2.1 BCI- 代数 (有; * ,0) 叫做 是 p- 半 单 的 ,如 果 
BCX) = (0). 


fal 2. 1. 1 中 的 BCI- 代数 就 是 一 个 p- 半 单 代数 ， 
B| 2. 2. 2 中 的 BCI- 代数 不 是 p- 半 单 的 ,因为 B(X) = (0,1). 


定理 2.2.1 ВСІХ; * ,0 B p k H , 3⁄4 BEBO X l 
每 个 元 素 是 原子 , 即 X = LX). 


WB] “ 当 ” 部 分 显然 . 只 证 “ 仅 当 ”部 分 于 下 . 
V zy E X, WF zx y= 0M = < у, ШЕНХЕЯ 1.1. 8 (8 
Ox (ужх) Sç z< * y = 0, 
所 以 Ox (уж x) = 0, AEROS ye x, Bl y « x € BCX) = (0). 
МЫ y * z = 0. H ВСІ-4 f z = y. 于 是 XX 的 每 个 元 素 是 原子 . 
口 


利用 这 个 定理 和 定理 1. 3.1, 得 到 p- 半 单 代数 的 一 系列 等 价 
条 件 . 


定理 2. 2. 2(J. Meng and X. L. Xin[1]) 设 (X;x,0) 是 一 个 
BCI- 代数 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

Gi) X Æp- 半 单 的 ; 

Gi) zx (zx z)= 7x,V z,z € X; 
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Gi) (zxu)x (zx z) = r*u,V rusz € X; 

Gv) zZ%*(zZ* у) = уж (€*+),V х,у, € X; 

(v) (QG*u)*(z*y)-—(yxu)*(z*2z),V z,y,z,u € X; 
(vi) (Oxz)* (Ож х) = rzV z,z € X; 

Wit) Ox (0* x) = x,V z € X; 

(vii) Ox(zxz)=— zx*z,V z,z € X; 

(1х) Ox(0x(r*z) = z*zx,V z,z € X; 


(х) z*(zx(rxu) = хжи,ү х,и,=2 € X. 


雷 天 德 [2] 称 满足 条 件 (vii) 的 BCL 代数 为 广义 结合 BCL R 


数 . 广义 结合 这 一 名 称 , 反 映 了 作者 提出 这 一 概念 的 想法 . H (vii) 
不 难看 出 结合 BCL 代数 是 p- 半 单 的 . 


价 : 


定理 2.2.3 BX; x ,0) 是 一 个 BCL 代数 , 则 下 列 条 件 等 


G) X#E p- Kh; 

Gi) 0*2= 0 т = 0,V z € X; 

Gi) zx (Oxy) = уж (Dx z),V х,у € X; 

v) (хжу) ж (х*й) = rx) (ужи), х,у2,и € 


(v) (z*y)* (zxy)= rxzxz,V z,y,z € X; 
(vi) zx (yxz) = (*y)* (0*<x),V z=,y,z € X; 
(vil) yer =z xr у = z,V z,y,z € X; 
(vii хжу= хах у= z,V r, yz € X. 


证 明 Medi) 是 显然 的 . 
G)=> Gü). AAG) 与 定理 2. 3. 2 vii) A (viii) 等 价 , 所 以 由 


G) 得 
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z x (0жу) = 0 * ((0 * y) x x) 
= (0 * (0x y)) * (Ox z) 
= уж (0x x). 
(її) 成 立 . 
GiG). # x € B(X), 即 0xx = 0, H Gi) 得 
r—rx*(0x0)—0x»x(0xz)-0*0-0. 
这 表明 BOO = (0), C0 成 立 . 
以 上 证 明了 % ~ ап) 彼此 等 价 . 
G)= Gv). AAG 和 定理 2.2.2 中 (iv) 等 价 ,由 定理 2. 2. 2 中 
Gv) 得 ` 
(Z * у) * (ахи) = их (= * (Z * y)) 
I = их (y x (z x z)) 
= (z * z) ж (y x u). 
Civ) 成 立 . 
Gv)= (v). Еау) PS u = y BO). 
(v)>G). H (v) 得 
Ox (z * y) = (ужу) * (z * y) = y * z. 
这 表明 定理 2. 2. 2 中 (viii) 成 立 , 而 定理 2. 2. 2 (уш) 5 GO 等 价 ， 
所 以 (i) 成 立 . 
G)= (vi). AAW 5j Qv) 和 定理 2. 2. 2(iv) 等 价 , 于 是 
Z x (y x xz) = z x (y x z) 
= (2 ж 0) ж (y x z) 
= (x * y) x (0 x z). 
(vi) 成 立 . 
G(vi)> G). 由 (vi) 得 
Xx (Oxy) = (y * 0) x (0 x z) = уж (0 * >2. 
这 表明 (ii) RL REG) 成立， 
G)— iD. BiR y * x = z x x. WAG), EM 2. 2. 2 Pv) $ 
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定理 2.2. 2 (уш) 等 价 , 所 以 
0 = (y * z) ж (z * z) 
= (хжх) x (z x y) 
= Ож (z * y) = y * z. 
同 法 可 证 z x y = 0. PLA y = z, (vii) 成 立 . 
(vii (D. Bit r € B(X), Wj 0x += 0 = zx z. (уй) x 
二 0, 所 以 BCX) = (0), G) 成 立 . : 
G= (vi). 假设 zxy = xxx. 因为 (iD 与 定理 2.2.2Gii) 等 
价 , 所 以 
y = xxw (z x y) = x * (x * z) = z. 
(viii) 成 立 . 
(viii) 2» (1). d x € B(X), 则 
0x* 工 一 0 一 0x0. 
由 (vili) 得 xz = 0. G) 成 立 . Ü] 


Ж EXER 2.2.3 (vii) 和 (Cviii) H D. J. Meng[1] 给 出 . 


章 仲 英 [1],[2] 称 满足 定理 2. 2. 3 条 件 (iv) 的 BCI- 代数 为 对 
Ae BCI- RK, W. A. Dudek(1 #25 Medial BCI- 代数 ,上 述 两 个 定 
理 表明 p- 半 单 BCI 代数 ,广义 结合 BCL 代数 和 对 称 BCI- 代数 这 


三 个 概念 重合 . 


定理 2.2.4 (2,0) 型 代数 (X; x ,0) 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代 
数 当 日 仅 当 V х,у, € x 
G) (=*жу) ж (хх) = z* y; 


Gi) r*0-z. 


证 明 “ 仅 当 ” 部 分 是 显然 的 .“ 当 ”部 分 证 明 如 下 . 在 Gi) 中 令 
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yz = 0, H GD 得 
Z= * x == (z * 0) * (z x 0) = 0 * 0 = 0. 
BCI-3 成 立 . 
EG) PS y = 0, 利 用 Gi) 得 
(D xx (Tx*z) = (z* 0) ж (rxz)=zx0=z, 
结合 BCI-3 得 
(z x (z * z)) * z = z * z = 0. 
BCI-2 成 立 . 
H BCI-3 和 G) 得 
(rx у) * (z x z)) * (ту) = (zx * y) * (z x y) = 0, 
ВС1-1 ЖУ. 
Ш тж у= ужл = 0, (1) Md) 得 
х= хж0 = хж* (хжу) = у, 


BCI-4 成 立 . 


所 以 (X; < ,0) 是 一 个 BCI- 代数 . 由 定理 1. 6. 3 知 它 是 p- 半 


单 的 . 


G) fü Gi) 显然 是 互相 独立 的 . 


口 


J. Meng and Y. В. Jun[1] 也 给 出 了 p- 半 单 BCL- 代数 一 组 简 


单 公理 系统 . 


定理 2.2.50). Meng and Y.B.Jun[1D 一 个 (2,0) 型 代数 


(X; * ,0) 是 p- 半 单 的 当 且 仅 当 它 满足 
G) zx (ужа) = z*(y* xX); 
GD xXx*0= =; 


Gu) xz 一 0， 


О 


由 这 个 定理 知道 ,p- 半 单 BCI- КОЕ P] RT RA. 它们 的 
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证 明 留 给 读者 . 
为 了 揭示 p- 半 单 BCI 代数 的 结构 ,现在 讨论 它 与 Abel HZ 
间 的 关系 . 


定理 2.2.6 (X; x ,0) 是 一 个 p- 半 单 代数 ,在 上 定义 一 
个 二 元 运算 十 如 下 : 
z+ y = х * (0 x у). 
WX; +,0) 是 一 个 Abel 群 . 


证 明 因 zx (0*0 由 zy 唯一 确定 , 故 十 是 和 上 的 一 个 
二 元 运算 . 现在 验证 Abel 群 的 性 质 ， 
(1) 满足 交换 律 ,因为 蕊 满 足 条 件 (12). 
(2) ”满足 结合 律 , 由 交换 律 得 
х + (у + 2) = y + х) + =< 
= (уж (0 x z)) x (0 x z) 
= (yx (0 * z)) * (0 x z) 
= (y + z) + x 
= (zx + yx) + ғ. 
结合 律 成 立 . 
(3) 0 是 加 法 的 零 元 . 事实 上 ,由 条 件 (7) 
z+ 0 = zx* (0 * 0) = =, 
0 + х = 0 * (0 x z) = =, 
(4) orr = №. 事实 上 
z + (0 * x) = (O * zx) + х= (0 *<x)*(0* <) = 0. 
所 以 (X; 十 ,0) 是 一 个 Abel fif. П 


ВОХ; 十 ,0) 叫做 p- & ВСІХ; x ,0) 的 伴随 群 . 
对 于 结合 BCL 代数 (X; x ,0) ,由 于 
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х + у= х*# (Ож у) = ху, 
所 以 运算 十 与 * 是 一 致 的 ,从 而 XX 与 其 伴随 群 重合 ( 即 定理 
1.5.2). 
相反 地 ,可 由 任 一 个 Abel 群 来 构造 p- 半 单 BCI- 代数 ， 


$38 2.2.7. XX; 十 ,0) 是 一 个 Abel 群 ,一 是 十 的 道 运 
算 , 则 (X; 一 ,0) 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 . 


WEB] ”由 Abel 群 的 性 质 易 知 (X; 一 ,0) 是 一 个 BCL 代数 . 因 
AMF x € X, 
0 — (0 — z) = <. 
于 是 (X; 一 ,0) 是 p- 半 单 的 . 口 


我 们 称 (X; 一 ,0) 为 Abel 群 (X; 十 ,0) 的 伴随 BCI- 代数 . 
一 个 p- 半 单 BCI- 代数 的 伴随 群 的 伴随 代数 与 原 代 数 有 何 关 
系 呢 ?下 述 定理 回答 了 这 一 个 问题 . 


定理 2.2.8 WX + ,0) 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 , 则 它 的 
ВЕБЕ СХ, 十 ,0) 的 伴随 代数 就 是 原来 的 (Xi x ,0》. 


证 明 ”只 需 注意 到 
х= у= x+ (у) = х= + (0% у) 


于 是 任 一 个 p- 半 单 代数 均 可 由 某 一 个 Abel 群 得 到 . 相反 地 ， 
我 们 有 


定理 2.2.9 设 (X; +,0) 是 一 个 Abel 群 . 则 它 的 伴随 代数 
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(X; ж ,0) 的 伴随 群 就 是 (X; +,0). 


证 明 (X; « ,0) 的 伴随 群 的 加 法 运算 是 ©. 则 对 于 任意 
х,у € X, 由 定理 1.6.5 
хф y = хж Oxy = z — (0 — у) = < + y. 
EHO 与 + 一 致 ,所 以 (X;x ,0) 的 伴随 群 就 是 (z; 十 ,0). 0 


于 是 任 一 个 Abel 群 均 可 由 某 一 p- 半 单 BCI- 代数 得 到 ， 
同 构 的 p- 半 单 代数 的 伴随 群 有 何 关系 呢 ?我 们 有 


定理 2.2.10 PA p- 半 单 BCI- 代数 (X;* ,0 FICK’; x 
0') 同 构 当 且 仅 当 其 伴随 群 (X; 十 ,0》 和 (X' ;十 ,0')》 同 构 . 


证 明 ”必要 性 , РХ; x ,0) 到 (X'; x* 0》 上 的 一 个 同 “ 
构 上 映射. 则 
Ф(т + у) = gGex (Ox y)) 
= ф(х) x ! (@(0) * !@(y)) 
= ф(х) x! (0' + 'Ф(у)) 
= 9G) c'e). 
这 表明 9 是 (X; 十 ,0) 到 (X'; 十 ',0') 上 的 一 个 同 态 映射 . 由 于 
Kerg = (0), У(Х; 十 ,0) 与 (X'; 十 ',0) 同 构 . 
充分 性 — WEPEBEREQX ; 十 ,0) 与 (X'; 十 ',0) 间 同 构 映 射 为 
现在 证 明 在 映射 下 ,两 个 伴随 代数 (X; 一 ,0 AIX’; — 1,07) 
同 构 . 事实 上 ,VY х,у € X, 
dG — у) = Yr (— y» 
= ф(х) + '#(— y) 
== + '(— у)! 


=x — ! y 
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= ф(х) — "Py. О 


以 上 定理 2. 2.5 一 9 建立 了 р- 半 单 BCI- 代数 与 Abel 群 之 间 
的 紧密 关系 ,使 人 们 可 以 用 Abel 群 的 理论 处 理 p- 半 单 BCI- 代数 . 
现在 介绍 p- 半 单 BCI- 代数 的 另 一 些 性 质 . 


定理 2. 2. 11 Р-Р BCL 代数 的 子 代数 , 商 代数 , 积 代数 仍 
为 p- 半 单 BCI- 代数 . 


证 明 是 平凡 的 . | O 
定理 2. 2. 12 p- 半 单 BCL 代数 的 每 个 子 代数 均 是 理想 . 


证 明 БХ; x ,0) 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 ,S 是 它 的 一 
个 子 代数 . 显然 0E 3. 如 果 zx*yES 和 ?ES, 由 3 关于 * HE 
AEM Oxy € 3 ,于 是 ,由 条 件 (13) 得 
z = (< * 0) * 0 = (1 * 0) * (уж y) 
= (zm * y) * (0 x y) € S. 
所 以 5 是 一 个 理想 . Г] 


2-38 BCI- 代数 是 BCL 代数 中 目前 研究 最 深入 ,结果 最 丰 
富 的 一 类 代数 . 有 兴趣 的 读者 可 参看 雷 天 德 L4j. 
借助 于 周期 可 以 给 出 p- 半 单 BCI- 代数 另 一 个 特征 ， 


定理 2. 2. 13(J. Meng and S.M. Wei [1]) ”一 个 BCI- К Х 
Ж p- 半 单 的 当 且 仅 当 对 每 个 z 天 0, 有 |х| > 1. 


证 明 iX Epp- E Ba RJ MJ BCX) = {0}. Ac > 0 ZR 
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х= x & ВОХ), В |X | > 1. 
HR, É xo |х| > 1, BB x & B(X). 这 表明 BC(X) = 


YY.L.Liu[1] 推广 了 K. Iséki and A. B. Thaheem 的 结果 定理 
2. 1. 12 到 p- 半 单 BCT КЖ. 


定理 2.2.14 (Y.L.Liu[1) — db X E—4 BCI- 代数 ,7 是 一 
个 p- 半 单 BCL (9, CHom (X ,Y) ; x ,0) 是 一 个 p- 半 单 BCI- 
代数 . 


证 明 ”首先 我 们 验证 V f,g € Hom(X;Y),f xg € H(X, 
Yo. S3: E V х,у € X, H EJE 2.2.3013) 有 
(fx g) G * y) = frx y) * g (z x y) 
= (f(x) * f) ж (g) x g(y)) 
= (f(x) * g(z)) ж (Z (y) *go» 
= (f * р) (х) x (f x g) Cy). 
其 次 因为 Vv x € X, 
(Ox (0 x f)) (х) = Olr) * (Olr) ж f(z)) 
= 0 * (0 x /(ж)) = f(z), 
所 以 0x (0 * D = f. xx EBj (Hom(X;Y); * ,0) 是 一 个 p- 半 单 
的 . [] 


作为 该 定理 的 一 个 特殊 情形 有 
定理 2.2. 15(M. Aslam and A. B. Thaheem [1]) RX E 


一 个 p- 3E 8& BCI- 代数 , 则 (Hom(X), x ,0) 是 一 个 p- 25 8& BCI- 
代数 . " 
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Z. S. Tan[1] 引入 了 正则 BCI- 代数 的 概念 . H. Jiang[ 5J 证 明 
了 这 一 概念 与 p- 半 单 BCL 代数 相同 ， 


Ж 2.2.2(2.5.Тап[1]) 假设 和 是 一 个 BCL 代数 ,如 果 对 
任意 a EX 均 有 ax 和 一 和 和 Zzxa 一 X 则 称 和 是 一 个 正则 BCI- 
代数 ,这 上 儿 

axX = laxzxix€ X), 
X*a-(rx*a,r€ X). 


定理 2.2.16  — 4 BCI- RMX ЖЕШ НАУЧ X Ж p- É 
单 的 ， 


证 明 ”必要 性 ” 设 和 是 正则 的 ,由 定义 2.2. 2 我 们 有 
X = 0*Х = (0x*x;z= € X) = LX). 
RUA X d& p- 半 单 的 。 
КЛЕ — WEX R p- KM X = LOO. Ra € X, HE 
理 2.2.2(ii) 知 ,对 任意 x € X HA 
r-—ax(arkz)CaxsKX. 
MAX © а * X. 相反 的 包含 是 显然 的 . 这 就 证 明了 X = a x X. 5 
一 方面 ,由 定理 2. 2. 3Gv) 我 们 有 
+ = (z x 0) x (ажа) 
= (x*a)*(0xa) 
= (x* (0 xa)) xa € X xa. 
Br X C X x a. ЖЕНЫ ЕШ А. FEX = X жа. 这 就 证 明 
Т X 是 正则 的 . LJ 


# X B[1] 给 出 了 p- 半 单 BCL 代数 的 另 一 组 较 简单 的 公理 
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系统 ,我 们 不 加 证 明 地 列 在 下 面 . 


定理 2. 2. 17( 蒲 义 书 [1]) 设 X 是 一 个 BCI- 代数 , 则 XX 是 p- 
URBS ESOS X 满足 ;对 任意 x,y,z € X 

G) (ax y) ez = (Z xx) * y; 

Gi) x*¥x=0; 

(ш) Ox (O*z) = <. | 口 


2.3 ЩЕ BCI- 代数 


前 两 节 所 介绍 的 结合 BCI- 代数 和 p- 半音 BCI- 代数 ,就 序 关 
系 来 看 ,它们 的 每 一 个 元 素 皆 为 原子 , 即 任 意 两 个 不 同 元 素 不 可 比 
BE. 无 疑 这 是 比较 简单 的 真 BCI- 代数 . 从 本 节 开 始 ,我 们 介绍 较 复 
杂 的 BCI- 代数 . 

1989 年 张小红 , 章 仲 英 [11,1990 年 C.C.Xi[1] 分 别提 出 了 工 
型 BCI- 代数 和 拟 结合 BCL 代数 的 概念 . 事实 上 这 两 个 概念 是 相 
同 的 . 本 节 以 “ 拟 结 合 BCI- 代数 ”为 题 ,介绍 这 两 篇 文章 的 结果 . 


定义 2.3.1 一 个 BCL 代数 (X; * ,0) 称 为 是 拟 结合 的 ,如 果 
它 满足 


G) 0x(0OxZ) 一 0x7Z V < € X. 


显然 ,每 个 BCK- 代数 是 拟 结合 BCI- 代数 ;结合 BCI 代数 是 
拟 结合 BCI- 代数 . 


例 2.3.1 i X = (0,1,2), * 如 下 
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* 
0 
1 
2 

合 


ДХ; ж ,0) 是 一 个 拟 结合 BCI- 代数 ,但 不 是 结合 的 . 


例 2.3.2 ЖХ = (0,1,2,3), * 表 如 下 


x 0 1 2 3 

olo 0 3 3 

1/1 0 3 2 

2/2 3 0 1 

3 3 3 0 0 . 
ДХ, x ,0) 是 一 个 拟 结合 BCI- 代数 ,但 不 是 p- 半 单 的 . 


例 2.3.3 ЖХ = (0,1,2,3), x RMF 


0 3 
0 1 
1 3 
2 1 
3/3 1 3 0 

СХ; * ,0) 是 一 个 BCI- 代数 ,但 不 是 拟 结合 的 . 

下 述 定理 给 出 了 拟 结 合 BCL 代数 的 特征 . 

定理 2.3.1 WX; x ,0) 是 一 个 BCI- 代数 , 则 下 列 条 件 等 


价 : 
G) X BWA 
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Gi) 0x<xz< x,V z € X; 

(ш) Ox (хжу) = Ox x, V zy € X; 
Gv) (Ox*z)*%*y= 0x*(xz%*y), V z,y € X; 
(v) Gx*x*Gx*z) € B(X), V z,y € X; 
(vi) (хжу) ка < zr*(y*z), Vary € X; 
(vii) LOO 是 一 个 结合 BCI- К. 


证 明 G) Gi) 
0x 工 一 0x(0xZ) 安 7Z， 
Gi) RZ. 
Gi)-» Gii). 由 定理 1. 1. 3, 定 理 1. 1. 4 fll Gi) 得 
Ox (хж у) = Ox (0* [0 x (z * y)]) 
= 0» {0x [COx х) * (0 * y)]) 
= 0x ([0* (0ж 2х) ]* [0 * (0* y)]; 
= 0* [(0 * y) * (0 *x z)] 
= 0 * (0 * (y * z)) 
< 0 * (y * x). 
由 对 称 性 得 相反 的 不 等 式 . 所 以 (iii) 成 立 
(ш)= Gv) 
Ox (z *x y) = (0 x z) ж (Ox y) 
= (Ox Oxy) * < 
= (Ox (y* 0)) x Z 
= (0 xx) жу, 
Gv) Z. 
(iv) (v) 
Ox[CGr* y) * (y * z) ] 
= [0x (z * у) ] * (y * z) 
= [(0 x z) * (0 * y) ] x (y * z) 
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= {[0* (Ox у) | * z) * (y * z) 
= (0 * (Cx y) * z]) * (y z z) 
= (0* [0 * (y * х) ]) x (y x z) 
= 0, 
所 以 (zxy) * (y * z) Є BCX). (у) 成 立 ， 
G)=> G). ОЖ z RAW) 得 
(O*x)*z = (Ож2) * (z x 0) Є BCX), 
z* (0 *z) = (4* 0) * (0 xx) Є BCX), 
由 定理 1.1.4 得 
0 = Ox C(Ox zx) *x) = (Ox (Ox z)) + (0 x z), 
0 = 0 * (z * (0 * z)) = (0x z) * (0 * CO xDD. 
所 以 O x z = 0 * (Ож z). G) 成立 . 
以 上 证 明了 (iD ~ G0 彼此 等 价 . 
Gi) => (vi) 
(Ca¥ y) x z) x (x x (y x z)) 
= ([z x (z x (y * z))] * y) * z 
= ((y * z) жу) * z 
= (0 x z) x z 
= 0, [H Gi) ] 
БЕРД (z < y) x z <Ç z x (y * z). (vi) 成立. 
Gvi)=>Gvi).V a € LOO Ша = 0* (0xa). 由 (vi) 有 
ax (0 *a) = (a * 0) * (0 xa) 
=< ax (0 * (0 x*a)) 
=axa=0, 
于 是 ax (0*xa) = 0. 
另 一 方面 ,由 (vi) 得 
(0xa)xa 委 0x*(axa) 一 0x0 一 0. 
因此 (0xa)xa 二 0. 
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bi КЕ TV a € L(X),a = 0 xa. FU L( X) E. X 16 
& BCL 子 代数 . (уй) 成 立 . 

(vii) (0.V x € X, HHH 1.3.3 Я 0«z € LOO. AF 
LOO 是 结合 的 ,所 以 0* (0 x x) = 0 * z. G) 成 立 . 口 


Ж ”1987 年 ,C.S.Hoo[1] 称 满足 定理 2. 3.1 条 件 (ii) 的 BCI- 
代数 为 具有 弱 单 位 的 ,由 此 定理 知 , 它 等 价 于 拟 结 合 BCI- 代数 . 
由 定理 1. 4.7 #| X/BOO = LOX) WA 


推论 2.3.2 BCI- 代数 和 X d S AMY X/BOO E 
结合 的 . 


我 们 记 S. = {0,0 * z). 


定理 2.3.3 BCI- (U(X; * ,0 是 拟 结合 的 , 当 且 仅 当 YV < 
€ X, S, dé X iT AR 


证 明 BE ЖХ, UST 5. = (0,0 x 2). 
由 于 

(0*z)*0-—0x*xr€ S,0x(0x*xx)-—0x*rCS$, 
所 以 S, 是 XX 的 一 个 子 代数 . 

充分 性 ”假设 VY x CXS. E: X 的 子 代数 , 则 

Ox (0 x x) CS. 

这 仅 有 二 种 可 能 : 

(1) 0*(0+х) = 0. Hiei 0 x x = (0x (0 * z)) += = 0. 
因此 0 x z = 0 x (0 x х). 

(2) 0Ox(0xzxz)= 0+л. 
总 之 ,VY xz € X, 0x<x = 0x (xz). Br) X ЇЙ С. П 
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WGK) = (x € Xiz 0x х), PRGA) LOO. СО) 
为 XX 的 结合 部 分 或 G- 部 分 . 令 
Q(X) =U {У(а):а € G(X)), 
RAX) X X 的 拟 结 会 部 分 . 


定理 2.3.4 iX; x ,0) 是 一 个 BCI- 代数 , 则 有 最 大 拟 
结合 子 代数 Q(X), 而 且 Q(X) 是 XX 的 一 个 理想 . 


证 明 ”首先 来 证 GCX) 是 XX 的 一 个 结合 子 代数 . 事实 上 ， 

V a,b € G(X), щ ` 
Ox (a*b) = (О*а) * (0 xb) = a x b. : 

所 以 a x b € G(X). 我 们 不 难看 出 G(X) E X RABE FRE 

现在 来 证 Q(X) 是 XX 的 一 个 拟 结 合子 代数 ,VY х,у € QOO, 
3a,b € GX) iE r EVM y € VO), Altre y € V (a x b). 
由 于 a xb € G(X). 所 以 zxy € QOO. 3X EB] QOO d& X 86—4- 
子 代数 . 因为 L(Q(X)) = СОХ) 是 结合 的 . 由 定理 2. 3.1 知 QCX) 
是 拟 结 合 的 . ЮЖ QOO BX 的 最 大 拟 结 合子 代数 . N 


至 此 我 们 知道 ,每 一 个 BCI- 代数 闵 ,存在 最 大 p- 半 单子 代数 ， 
即 L(X); 存 在 最 大 结合 子 代数 СО) 存在 最 大 拟 结合 子 代数 
QOO. 依次 称 它们 为 区 的 p- 半 单 部 分 ,结合 部 分 , 拟 结合 部 分 . 显 
G(X) C LX), GX) С QCX). 
关于 拟 结合 BCI- 代数 的 理想 有 


定理 2.3.5 MEA BCL 代数 的 每 个 理想 是 一 个 子 代数 , 即 
拟 结 合 BCL 代数 是 优 BCI- 代数 . 
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证 明 ” 设 习 是 一 个 拟 结 合 BCI- RT t X MET. 
Vacl, HX 
Ожа = 0 к (xa) <a, 
所 以 0x*aE 7 由 定理 1.4.4 知 7 是 和 的 一 个 子 代 数 . Г] 


最 后 给 出 拟 结合 BCL 代数 的 周期 刻画 ， 


定理 2. 3. 6(J. Meng апа S.M. Wei[l]) ”一 个 BCL 代数 六 
是 拟 结合 的 当 且 仅 当 对 任意 zz € Х,|х| < 2. 


证 明 ”如果 关 是 拟 结合 的 ,由 定理 2.3.1(v) 有 Xx (0 x z) 一 
(z*0)* (O*z) € ВОХ), В 2° € BC(X). 这 表明 对 任意 x € X, 
[z| <2. 

相反 地 ,如果 |r] = 2,90] z € BUX). TE 

(Охх) x (Ox (Ox x2) 
= 0 * Gr x (0 * z)) 
= 0 x 22 
= 0. 
МИ Ox х = 0x (0xz). WR |e] = 1) > € BUX). TE 0 x z = 
Ox (0 x z). 这 表明 X 是 拟 结合 的 . О 


结合 BCL 代数 是 p- 半 单 的 拟 结合 BCL 代数 ,因此 我 们 有 


定理 2. 3.7  — T BCI- ORC X BASHY4ANM4 MER TFA 
0 E£ |х| = 2. 


证 明 ”这 是 定理 2.2.13 和 2. 3. 6 的 一 个 直接 结果 . Г] 
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所 以 BCK- 代数 ,结合 BCI- 代数 , 拟 结 合 BCI- 代数 都 是 周期 
BCI- 代数 . 


2.4 可 换 BCI- 代数 


鉴于 定理 1.2.1, 在 BCI- 代 数 (X; x ,0) 中 引进 下 述 条 件 是 没 
有 意义 的 

(1) Xx (rey) = yx (yx z),V try € X. 
但 是 我 们 仍然 希望 考察 一 类 特殊 的 BCI- 代数 , 它 的 BCK- 部 分 是 
可 换 BCK- 代数 . 为 此 我 们 发 现 J.Meng [8; EBE 1863] 中 的 条 
件 (2) 可 供 利 用 ,这 个 条 件 曾 于 1988 年 最 先 发 表 在 和 孟 杰 [2] m. 


定义 2.4.1 ВСІ 代数 (X;* ,0) 叫做 可 换 的 ,如 果 它 满足 
G) z“< yÑ z = yx (ужх),У х,у € X. 


这 一 概念 及 下 面 的 结果 均 属 于 和 孟 杰 , 辛 小 龙 [2j 和 M. A. 
Chaudhry[ 2 J. 


0] 2.4.1 可 换 BCK- 代数 均 是 可 换 BCI- 代数 . 


例 2. 3. 2 是 一 个 可 换 BCTL 代数 ,但 不 是 可 换 BCK- 代数 ,因为 
0 * 3 = 3. 于 是 可 换 BCK- 代数 类 是 可 换 BCI- 代数 类 的 一 个 真子 
类 . 

由 定义 不 难看 出 ,结合 BCI- 代数 ,p- 半 单 BCI- 代数 均 是 可 换 
BCI- 代数 , 值得 注意 的 是 , 例 2. 3. 2 不 是 p- 半 单 的 ,因为 BOX) = 
{0,1}. 所 以 p- 半 单 BCI- 代数 类 是 可 换 BCL 代数 类 的 真子 类 . 
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(2.4.2 Х = {0,1, 


,3}, * 表 如 下 


2 
0 
0 
1 
2 
3 


W(X; * ,0) 是 一 个 真 BCI- 代数 ,但 不 是 可 换 的 ,因为 1 < 2, 
2*(2*1)—2*2—0 1. 


由 上 述说 明 ,可 换 BCI- 代数 类 是 BCI- 代数 类 的 一 个 真子 类 ， 
而 它 又 以 可 换 BCK- 代数 ,p- FE BCI- 代数 类 为 真子 类 . 因此 是 
值得 研究 的 . 


定理 2.4.1 BX; x ,0) 是 一 个 可 换 BCL 代数 , 则 它 的 
BCK- 部 分 BCX) 是 一 个 可 换 BCK- 代数 . 


证 明 x,y € BOO. Bl] x x (z x y) Sax. HEM. 1. 20v) 
18 
ужх< уж [хж*(хж7у) 1], 
yx (y * [z * (хжу)]) <уж (y x z). 
因为 zx (zx x y) < у, di BCL 代数 X 的 可 换 性 得 : 
хк (z * y) = уж (y* [z * (z x y)]) «уж (ужа). 
所 以 zx (z * y) = уж (уж z). 这 就 证 明了 ,BC(X) 是 一 个 可 换 
BCK- 代数 . DJ 


1984-Æ,Q. P. Hu and К. Iséki[2J 引入 了 满足 条 件 (2) 的 
BCI- 代数 . 
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(2) (zx (xz * y)) x (z x y) = уж (y * z). 
这 类 代数 和 可 换 BCI- 代数 有 何 关系 呢 ? 我 们 有 


定理 2.4.2 满足 条 件 (2) 的 BCL 代数 是 可 换 的 ,但 反之 不 
真 . 


证 明 ”假设 BCI- 代数 (X;* ,0) 满足 条 件 (3). AR z< у, Д] 
z x y = 0. 由 (2) 得 

х= (< * 0) * 0 = (z * (z * y)) x (z * y) = уж (y * z). 
所 以 XX 是 可 换 的 . 

定理 的 后 半 部 分 由 下 例 说 明 


例 2.4.3 X = (0,1,2,3,4), x 表 如 下 


BUX; ж ,0) 是 一 个 可 换 BCL 代数 .但 不 满足 条 件 (2) ,因为 
(3x (3*4) x (3*4) = (3*1)*1=2*1=1, 
4*(4%3)=4*1=2, 
(3 * (3*4) * (3 x 4) Z 4 * (á * 3). Г] 


定理 2.4.3 假设 (X;* ,0) 是 一 个 BCI- 代数 . MR X 88 
BCK- 部 分 BCX) 是 可 换 BCK- 代数 ， 
A(X) = (x € X.0*x Z 0) U (0) 
是 p- 半 单 BCI- 代数 , 则 X 是 可 换 BCL 代数 ， 
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证 明 A(X) 是 p- 半 单 的 , 则 AC(X) = LOX). ШЖ x < y, Л 
zx y= 0 Є ВОХ). НЕЯ 1.4.7,z fl y РА — Ar XE z, y 
€ B(X), H BOO 是 可 换 BCK- 代数 , 则 
r= zx x0 = zx * (z x y) = уж (y * z). 
# х,у & ВОХ), W z = y, z = y * (y * z). 所 以 入 是 一 个 可 换 
BCI- 代数 . П 


下 面 我 们 给 出 可 换 BCI- 代数 一 个 特征 条 件 . 


定理 2.4.4 BCI- 代数 (X; + ,0) 是 可 换 的 , 当 且 仅 当 对 每 个 
a € L(X) 有 
х» (zw y) = yx (узт), V х,у € V(a). 


WEB] ”必要 性 ”假设 (X;* ,0) 是 可 换 的 ,a € LX), E. x, 
y EV(a). 因 为 yx (y x z) < z, H X 2. 4.118 
(3) yx (y * z) = zx * (тж (уж (ужл))). 
iE лкуЄ BOO fü y«x € ВОХ), 
Ox (z x< y) = 0 * (y x z) = 0. 
于 是 
(yx (y * z)) x (хє (% * y)) 
= (<= * [2 x (yx (уж z))]) ж [> * (z x y)] [H (4) ] 
= {x x [xx (z x y) J) x (z x [yx G2] 
= (ax y) * (z * [уж (y x z)J) 
= (= * [z * (уж (y x z)) ржу 
= [yx (y * z)] * y [H C ] 
= (ужу) * (y * z) 
= 0 ж (y * z) 
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= 0. 
由 对 称 性 得 (zx Qr y)) * (y x (y * x)) = 0. 所 以 
Z * (z x y) = уж (y * z). 
充分 性 ”假设 对 每 个 a。 € LOO 和 任意 x,y € V (a) 有 
(4) << (Z * y) = уж (y x z) 
34 > 全 yy 时 , 则 xz 和 yy 属于 同一 个 分 支 V(0x (0 20. FE 
L=L*OH zx * (z x y) = уж (y x xz). 


所 以 X 是 可 换 的 ， L) 
现在 讨论 可 换 BCI- 代数 的 结构 . 
定理 2.4.5 可 换 BCI- 代数 的 每 个 分 支 是 一 个 下 半 格 . 


证 明 ”假设 (X;* ,0 是 一 个 可 换 BCI- 代数 ,a € LOO. 
V х,у EV(a), 定 义 
х À y = z * (z x y) = уж (y x z). 
显然 A y< х,у. 
#r z < х,у, HEM 2.4.118 
z= дж (z xx) = yx (yx z), 
因此 
z = z x (хж (уж (y x z))). 
HI z < y #ll z = уж (y * z) 得 yx Qy x z) < y. RAER 
z = z * (Z * (уж (y * z2))) < z * (z x y) = zx Л у. 
所 以 (V(a), ЛУ 是 一 个 下 半 格 . а 


ЖУ 2.4.2 BCL 代数 (X;x* ,0) 叫做 局 部 有 界 的 ,如 果 每 个 
4 X V (a) 有 最 大 元 m. 
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显然 有 界 BCK- 代数 是 局 部 有 界 BCI- 代数 . 例 2. 3. 2 和 例 
2. 4. 2 均 是 局 部 有 界 BCI- 代数 ,但 不 是 BCK- 代数 . 


定理 2.4.6 局 部 有 界 可 换 BCI- 代数 (X; < ,0) 的 每 个 分 支 
V (a) 是 一 个 格 . 


证 明 XF rsy € V(O), E X 
z V y = m, x (m, * z) A mexy)), 
由 定理 2. 4. 5, 这 是 良 定 的 . 利用 定义 2. 4. 1 和 定理 2.4.5 
£ = m, * (m, * z) 
< m, x ((m, жх) A (m, * y)) 
= x V y. 
[Ж НИЕ y < z V у. 
# z > z ЖД е > у, l| m, * = > m, * z, m, * y Z: m, * z. H É 
JE 2.4.5, m, * z < (m, * x) Л (т, жу). A 
z V y = m, * ((m, * z) Л (m, * y)) 
=< m, (ma x z) = z. 


结合 定理 2.4.5 知 (V(a); М, A) 是 一 个 格 . П 


为 了 给 出 更 深入 的 结果 ,需要 下 述 


定理 2.4.7 ERX; x ,0) 是 一 个 局 部 有 界 可 换 BCI- 代数， 
S f.:V (a) > BOO HBV x € Vla), f.G) = m, x =. | f, E. 
МДЕ, B. LO (a)) Ж BOO 的 一 个 有 界 可 换 子 代数 ,最 
大 元 为 ms * a. 


证 明 BS V x,y € V(a), 


(m, жх) є (m, * y) = (m, x max y)) кх = y * Z, 
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MU y <2 SF m, * x m, * y, BD f, J& — pF BRI. 另 一 方 
面 , 令 z = m, ж (y * z) , НЕ 1.3.6 Hz € V (a) , ЕНЕН 
Ma * z = (m, * x) ж (m, * y). 
事实 上 ， 
COn, * z) * Gn, * y)) * Gn, ж z) 
= ([m,* (m, * z) ] ж (m, * D) x z 
= [zx (m, * y) J * z 
= ([m, * (уж z)] * (т.ж y)) * = 
= ([m, x (m, * y) ] x (y x z)) * = 
= (yx (ужх)) * Z 
= 0, 
(m, * z) ж [ m, * z) ж (m, * y) J 
= (m, * [m, * (yx z) ]) ж (y * z) 
= 0, 
所 以 ma x z = (m, * z) * (m, * y). KRM f. (V (a)) 关于 运算 * 
是 封闭 的 . ТЕҢ V (а) 是 B(X) 的 一 个 子 代数 . 
因为 a Æ V (a) 的 最 小 元 ,fs 是 逆序 上 映射, 所 以 m. x a 是 
FO G0) 的 最 大 元 . 因此 《folV(a)); x ,0 BCX) 的 一 个 有 界 
可 换 子 代数 . [] 


定理 2. 4.8 RAX; * ,0)? 是 一 个 局 部 有 界 可 换 BCI- 代数 , 则 
G) 每 个 分 支 V(a) 是 一 个 分 配 格 ; 

Gi) BCX) 是 一 个 链 列 涵 每 个 分 支 V(e) 是 一 个 链 ; 

Gü) J]V(a)| < |BCX)|,V a € LEX). 


证 明 由 定理 2.4.7 fü J. Meng and Y.B. Jun [3; 定理 
7. 3. 3] (3 T. Traczyk[1D SIG) 成 立 , Gi) MGD 是 定理 2.4. 7 的 
直接 结果 4 
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定理 2.4.9 P(X; x ,0) 是 一 个 局 部 有 界 可 换 BCI- 代数, 则 
Va € L(X) #9 m, x BOX) = V (a) ,iX JLm, * B(X) = (m, * x; 
r € BOO). 


WEBA  WyC€m*BOO,Wlff£fEx€ ВОХ) жу = m. ж x. 
由 定理 1. 3.6 知 y € Via). A m, x B(X) C V (a). 

反之 , Ж y € V(a), W| y < m. 由 定义 2.4.1,y = 
m, * (m, * y). Wi m, * y € BOO. HLL y € m, * B(X), BIV (a) © 
m, * B(X). П 


最 后 ,我 们 证 明 可 换 BCI- {Ж ЖЕ ИК 3E. BU A — 818 
等 式 定义 . 


定理 2.4.10 设 (X;*,0) 是 一 个 BCI- (RH, WM X a d 85 
当 且 仅 当 叉 满足 ;对 任意 xz,y € X, 
G) yx(yxz)—= zx=* (z * (уж (yxr))). 


证 明 必要 性 ” 设 XX 是 可 换 的 . 因为 yx (y x< z) < z, H 
M2414 
ye (y x z) = x * (жж (y x (y * z))). 
充分 性 AG) Bor. WME y < z, I| yx z = 0. H G) 得 
у= хж*(хжу), 


所 以 X 是 可 换 的 . O 


定理 2.4.11 一 个 (2,0) 型 代数 (Xi; * ,0) 是 可 换 BCI- 代数 
当 且 仅 当 它 满足 BCI-1 和 


G) y%*(ywz) = z* (2% (уж (yx z))); 


w 78 @BCI- 代 数 引 论 


(1) <x*O= х. 


证 明 ”必要 性 由 定理 2. 4.10 可 得 . 仅 证 充分 性 于 下 . 
WMR zx y= ут = 0, BG) 和 (ii) 得 
y=y*0 

= уж (y x z) 

= z x (z x (y x (y*¥x))) 

= z * (хх (y * 0)) 

= z * (xz * y) 

= zx 0 = х. 


BCI-4 成 立 .由 定理 1.1.5 BCX; * ,0) 是 可 换 BCI- 代数 . [] 
由 此 定理 得 


推论 2.4. 12 “可 换 PCI- 代数 类 是 一 个 代数 篮 . p- 半 单 BCI- 
RRR RU AT Be BCK- (OBERE E Ау АР. 


= JL * 5 J.Meng and X.L.Xin[2] 的 同时 ,M.A. 
Chaudhry [2] 也 讨论 了 可 换 BCI 代数 ,他 的 定义 就 是 本 节 定 理 4. 
他 也 得 到 了 本 节 定 理 10 和 11. 定理 6 的 充分 性 是 M.A. Chaudhry 
[2j 得 到 的 . 早 在 1986 年 , 刘 大 宏 [1] 就 用 定理 4 定义 了 可 换 BCI- 
代数 . 

Y. В. Jun and E. H. Roh [1] 给 出 了 可 换 性 另 一 等 价 条 件 如 
F. 


定理 2.4.13 一 个 BCI- 代数 并 是 可 换 的 当 且 仅 当 对 任意 2, 
у, € X, z< z = x y < z x = Й z < y. 
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证 明 iX X WMA z< z fll z x у< еж, z = z *= (z ж z) 
< z * (z * y) < у, Alc < y. Hae X Ee << z fll z = y 
< z x > 1 > < y. Ж u < u. [IN g o x (ож (ожи)) Фожи, Rf] 
# u < ux (xz2a). 相 反 的 不 等 式 是 平凡 的 .于 是 zx = vx (o x u). 
FFA X By PR. D] 


2.5 ЖЖ BCI- 代数 


定义 2.5.1 BCI- 代数 (X; x ,0> 叫做 关联 的 ,如 果 它 满足 
G) (xx Corey) x (y* z) = y* (y * z). 


例 2.5.1 关联 BCK- 代数 必 是 关联 BCI- 代数 ( 见 T. Meng 
and Y. B. Jun[ 3,Chapter I, Theorem6. 7]). 


例 2.5.2 容易 验证 ,p- 半 单 BCI- 代数 是 关联 的 . 
例 2. 2.2 是 一 个 关联 BCI- 代数 . 


定理 2. 5. 1 关联 BCI- 代数 的 BCK- 部 分 是 一 个 关联 BCK- 
Кж. 


WEB] ”由 定义 5.2.1 立即 可 得 . Г] 
定理 2.5.2 EX; x ,0) 是 一 个 BCI- 代数 . MR BOO 是 一 


个 关联 BCK- 代数 ,4(X) 是 p- 半 单 的 , 则 XX 是 一 个 关联 BCI- 代 
2. 
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证 明 是 容易 的 › КОШ. [1 
定理 2.5.3 关联 BCI- 代数 必 是 可 换 的 ， 


证 明 X; ,0) 是 一 个 关联 BCL 代数 . MR z < y, Wi 
r*y-0.HO»18 
х= жж (z * y) 
= (уж (y * z)) ж (z * y) 
= y * (y * z). 


所 以 X 是 可 换 的 . Г] 
由 此 可 得 


定理 2.5.4 局 部 有 界 关 联 BCL 代数 的 每 个 分 支 是 一 个 分 
АЖ. 


为 了 得 出 进一步 结果 , 先 给 出 下 述 引 理 ， 


引 理 2. 5.5 ÚX; ж ,0) 是 一 个 关联 BCI- 代数 , 则 V т,уЄ 
X,z < y X WÑ х = хж (ухх). 特别 地 ,Y x € У(а),х = 


x x (m. x z). 


ШЕЯ — rx y H EB 2.5.349 
х = уж (y * z) 
= (хє (xx y)) x (y x x) 
= (z * 0) * (y * z) 
= < * (y * z). [] 
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引 理 2. 5.6 WOX; x ,0) 是 一 个 局 部 有 界 关 联 BCL- 代数 , 则 
V z“ € V(a), х‘ = т, * (хж*а) Ж х ЖУ, х Л х" =a,z V 


r' = m, 


WES] НЕЯ 1.3.65] m,*a, sxa, m,*x € BUX) fll x" 
€ BCI- КЖ V (a). 利用 定理 1.3.2~ 3 得 
(x Ax')x*a 
= [="*(%*z)]*a 
= ([m, x (z< xa)]* [Cn x (z xa)) *x]) *a 
= [(m, жа) ж (z * a) |ж [(m, * x) ж (z * a) | 
= [(m, * a) ж (m, x х) ] * (z x a) 
= 0. 
因为 a € LOX) Дх A x* = a. 
Qm, * x) A Gn, * x") 
= (m, * z) ж [(m, * z) x (m, * x* )] 


(m, * x) ж (x' * z) 


Gn, * x) ж ([m, * (x x a) ] x x) 


= (m, * z) ж [ m, * x) ж (z w a) | 


= (x= * a) * [ (z * a) ж (m, * z) ] [由 BOO 可 换 性 ] 
= (x xa) x {[zx (m,* z)]*a) 
= (z xa) ж (z xa) [由 引 理 1. 9. 5] 
一 0， 
所 以 
z À z* = m, * ((m, * z) Л Om * z* )) = ma. E 


综合 定理 2.5.4 和 引 理 2. 5. 6 得 


定理 2. 5.7 局 部 有 界 关 联 BCL 代数 的 每 个 分 支 是 一 个 布 
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尔 代数 . 


定理 2. 5.8 局 部 有 界 关 联 BCI- (O8 X 894) 3c V G0 是 一 个 
链 当 且 仅 当 |У (а) | < 2. 

WR 2 VG) 是 一 个 链 , 由 定理 2.4.7 I f. CV (20) Ж 
BOO 的 一 个 有 界 关联 子 代数 ,而 且 也 是 一 个 链 . 由 J. Meng and 
Y.B.Jun[3; ж Ж 7.1.4] 9 [AV (а))| < 2. H + fV la) 一 
BCX) 是 一 个 逆序 映射 ,所 以 |V Ca) | < 2. 

相反 的 结论 由 定理 2. 4. 9 即 知 . Г] 


根据 上 述 结果 ,我们 列 出 2,3,4 阶 局 部 有 界 关联 BCL 代数 ， 
这 儿 要 求 |BCX)| = 2. 


X = (0,1), * BH 
x (0 1 1 
0 0 0 
111 0 0 


WX; x ,0) 是 关联 BCL 代数 ,也 是 关联 BCK- 代数 . 


Х = {0,1,2}, * RA 
*<*|0 1 2 
1 
0 0 0 2 
1 1 0 2 
212 2 0 0 542 
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X = (0,1,2,3), x 表 为 


*10 1 2 3 

010 0 3 2 

1/1 0 3 2 l 

2|2 2 0 3 

313 3 2 0 0 ° 2 3 

X = (0,1,2,3), * XX 

* |0 1 2 3 

оо 0 3 3 

1/1 0 3 2 ! 2 

2/2 3 0 1 

3 3 3 0 0 0 3 
最 后 讨论 代数 簇 的 问题 . 


定理 2.5.9 一 个 (2,0) 型 代数 (X; * ,0) 是 关联 BCI- 代数 
当 且 仅 当 它 满 足 BCI-1 和 
G) (zx (z xy)) x (yx z) = y*(y* z); 


Gi) x*¥O0O—2. 


证 明 ”必要 性 显然 . 充分 性 证 明 如 下 . 
Жлхку = ужх = 0, 由 (i) 和 (ii) 得 
x= zx * (z x y) 
= (уж (y x z)) x (z * y) 
= (у*0) *0 = y, 
BCI-4 E. 
由 定理 1.1.6 知 XX 是 一 个 关联 BCI- 代数 . 口 
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推论 2. 5. 10 关联 BCI- 代数 类 是 一 个 代数 能 ;关联 BCK- 代 
数 艇 是 它 的 一 个 真子 能 ;关联 BCT 代数 能 是 可 换 BCI- (URE 
ЕТЕ. 


本 节 结 果 引 自 孟 杰 , 辛 小 龙 [4]. 


2.6 正定 关联 BCL 代数 


为 了 引进 正定 关联 BCI- 代数 ,首先 给 出 正定 关联 BCK- 代数 
的 等 价 条 件 . 


定理 2.6.1 在 BCK- OR OX; * ,0) 中 ,下 列 条 件 等 价 ; 
G) 是 正定 关联 的 , 即 X 满足 
(хж у) *z = (rez) (y xz); 
Gi) х#у = (zx y) * у; 
GH) (x * (z * y)) x (y * x) = z%* (хє (уж (уз x))); 
Gv) хжу = (z * у) x (z x (Z * y)); 
(V) xw (джу) = (zx (z x y)) x (z * y); 
Qi) Coe (z x y)) ж (y * z) = (уж (y * x)) * (z x y). 


TA (0200) EM BZ y = < 18 
Z x y = (% x y) x (уж y) 
= (z xy)* y, 
Gi) RZ. 
«= (iii) 在 Gi) PA zx [y (уж) RE y 18 
Tx (z * [y * Gy * z) ]) 
= (z * [z * (уж (yrr) x (z x [уж (y x z) ]) 
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< [уж Gxax)]x(x*[yx (y * z) ]) 
< [уж (y * z) ] * (% * y) 
= (уж (xz * y)) * (y * z) 
= {Ly * (z x y) ] * (ужх)) * (y * z) [H Gi» ] 


< (< * (z * y)) ж (y x z). 
相反 的 不 等 式 显 然 成 立 . 所 以 (ii) 成 立 . 


Gii)> Gv). TE CD 中 以 yx* 工 代替 了 ,由 (yx*z)x*y 一 0 得 


(y * z) x (y * (y * z)) 
= (y * z) * ((y * z) * [уж (уж (y * z2)]) 
= (уж z) * [ (y * z) * (y x z) | 
= y* x, 
Gv) 成 立 . 
(у) (v). ау) 中 以 zxy КФ у 
х» (xz * y) 
= [zx (rx y)]* (z * [z * (z * y)]) 
= (zx (zx y)) ж (r x y), 
(v) 成 立 . 
(v)= (vi). (у) 式 两 边 右 + Ж y z 8 
(тж (z x y)) x (y * z) 
= ([z * (z * y) | x (z * y)) * (y x z) 
< (уж (z x y)) x (y * z) 
= (y* (y*z))* (rz * y), 
由 对 称 性 得 相反 的 不 等 式 . (vi) RE. 
(i)—(GD 在 (vi 中 用 zx*y 代 替 y 得 
xy 一 (zx[zx(zxy)])x0 
= (xx [rx (z *y)]J) *[(z* y) * x] 
= ((z*y)* [Gr xy) *z]) ж [r x (z x y)] 
= (z*y)* [xx (xx y) ] 


w 86 ФВСІ-К 556 


= {Tx [х ж (z * y)) + y] 
= (m * y) * y, 
Gi) 成立. 
GD-G) 841) 得 
[Ge x=) x (ужа) |ж [Cz x y) w z] 
= ([(хж2) же] ж Qy x z)) * [(z x y) xz] 
< [Ce *y)*y]*[(z* y) ж] 
= 0. 
显然 [Cz x y) x yJ * [G * z) * (y * z) ] = 0. G) 成 立 . 口 


满足 上 述 (iil, Gv), G0 和 (vi) 中 任 一 个 的 BCI- 代数 必 是 
BCK- 代数. 然而 万 半 单 BCI- 代数 满足 条 件 Gili). 但 是 一 般 的 BCI- 
代数 不 满足 (iii). 事实 上 我 们 仅 有 :在 任 一 BCI- REX 中 有 不 等 
式 

(1) (zx (z * y)) x (y * z) 

< z * (z * (уж (y * z))). 

证 明 ”由 于 
[ (z * (oe y)) ж (y x z) |ж [z * (z * (уж Cy x z2)) ] 
{La * (т ж (х ж (уж (y *z))))]* (z * y)) * (y * z) 
([x* x (y *z))]* (rx yd} ж (y * z) 

(y x [уж (Qy * z) ] * Qy x z) 
Cy x z) ж (y x z) 

= 0, 

所 以 (1) 成 立 . D) 


I A H A 


定义 2.6.1 满足 上 述 (ii) 的 BCL 代数 叫做 正定 关联 的 ， 


由 定理 2. 6. 1 知 正定 关联 BCK- 代数 类 是 正定 关联 BCI- 代数 
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类 的 真子 类 ,正定 关联 BCI- 代数 的 BCK- 部 分 是 一 个 正定 关联 
BCK- 代数 . 


例 2.6.1 #Х = (0,1,2,3), * XX 


WW OX ; * ,0) 是 一 个 正定 关联 BCI- 代数 , 既 非 BCK- 代数 亦 非 p- 
半 单 BCI- 代数 . 


定理 2.6.2 CX; x ,0) 是 一 个 BCI- 代数 . 若 它 的 BCK- 部 
分 BOO 是 一 个 正定 关联 BCK- 代数 ,A(X) 是 p- 半 单 BCI- КЖ, 
则 天 是 一 个 正定 关联 BCI- 代数 . 


证 明 若 z,yE BOO X х,у € L(X), 则 xz 和 yy 显然 适合 
定理 2. 6. 1 中 (ii). 
# x€ BCX) — {0},y € ACX) — {0}), 则 zx (z x y) = y, 
y * z = y РЖ 
(zx (cx y)) x (yz=z) = ужу = 0, 
Z * (z x (уж (y x z=))) = z * (z * (ужу)) 
= хжл = 0, 
因此 x 和 y 满足 定理 2. 6. 1 中 (Gi). 
所 以 和 是 一 个 正定 关联 BCI- 代数 ， L] 


现在 ,我 们 已 经 引入 了 可 换 、 关 联 、 正 定 关 联 PCI 代数 ,它们 
之 闻 有 何 关 系 ?下 述 定理 说 明 它们 之 间 的 关系 与 相应 BCK- 代数 ` 
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之 间 关 系 相 同 . 


定理 2.6.3 BCI- 代数 (X;* ,0)》 是 关联 的 当 且 仅 当 它 既 是 
可 换 的 又 是 正定 关联 的 . 


证 明 ХЭС. 由 定理 2.5.3 知 X 是 可 换 的 ,于 是 
ye (y * z) = < * (z x (уж (y * x)). 
由 于 X 是 关联 的 ,我 们 有 
уж (y x z) = (x * (лж y)) * (уж л). 
结合 这 两 式 便 得 
(z * (z * y)) ж (y * z) = z * (z x (уж (уж z))). 
Ы X +h FETE TE AK BCI- 代数 . 
AB IH EX Br E RR BS Ж. ДЕЛЕ EEA DU] X 满足 
уж (y * z=2 = x x (z x (уж (ужлх))), 
(Z x (z x y)) ж (y x z) = тж (z * (уж (y * z))). 
结合 此 二 式 得 
уж (y* x) = (TZ (zx y)) x (yx z), 


所 以 是 关联 的 . Г] 


本 节 结果 引 自 备 杰 , 辛 小 龙 [5]， 


2.7 WEER, RIK Al 
弱 可 换 BCI- 代数 


为 了 推广 可 换 , 关 联 ,正定 关联 BCK- 代数 的 概念 到 BCI- 代 
Ў, M. A. Chaudhry [1] 引入 了 弱 关 联 , 弱 正定 关联 , 弱 可 换 BCI- 
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代数 . 本 节 将 证 明 弱 正定 关联 BCI- 代数 等 价 于 正定 关联 BCI- К 
žr. 


定义 2.7.1 一 个 BCTL 代数 叫做 弱 正 定 关 联 的 ,如 果 它 满足 
(xx y) ez = Cr x z) * z) ж (y * z). 


定理 2.7.1 每 个 p- `k BCI 代数 是 弱 正 定 关联 的 . 


证 明 XEAN p- PA BCR, H, y EX. 由 定理 
2.2. 2v), 
(Co * z) * z) ж (y * z) 
= ((z * z) жх) ж (y * z) 
= (0 * z) x (y * z) 
= ((y*z*z)*0 
= (y *z)*< 
= (хжх) жу 
= (хжу) #2, 


所 以 X 是 弱 正 定 关联 的 . Г 
推论 2.7.2 每 个 结合 BCI- 代数 是 弱 正 定 关联 的 ， 


定理 2.7.3 每 个 正定 关联 BCK- 代数 是 一 个 弱 正定 关联 
BCL 代数 . 


WAR 设 匀 是 一 个 正定 关联 BCK- 代数 , 则 
C(x w z) w z) w (y * z) = (< * z) x (y * z) 
= (rž y) * z. 


所 以 了 是 一 个 弱 正 定 关联 ВС1- 代数 . 口 
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推论 2.7.4 每 个 关联 BCK- 代数 是 一 个 弱 正 定 关联 BCL К 
数 . 


EH 2.7.5 BCI- 代数 和 是 弱 正定 关联 的 当 且 仅 当 它 满足 
G) хжу = ((z* y) жу) * (0xy). 


证 明 设 久 是 弱 正 关联 的 , 则 VY ry € X, 
((rxy)wy)* (Oxy) = (х#0) * у = z* у, 
G) 成 立 . 
反之 ,假设 XX 满足 (1). 记 s = (xxz)xz, 则 Vx,y,z € X, 
[Czxy)xz]* (LGxz) x z]* (y * 2] 
= [(z xx=) x y] * (LCz * z) * x ] * (y x z)) 
= ([s* (0ж2) ] жу) ж [s * (ужа) ] 
= ([sx (sx (y*z))]* (0*2) xy 
< [(y*z)* (0xz)]* y 
< (y * 0) жу 
= 0, 
于 是 
(z * y) * z < Cre z) * z) ж (y * z). 
相反 的 不 等 式 是 显然 的 . 因此 
(Ca ez) ж2) х (yw zx) = (су) #2, 


即 X 是 弱 正 定 关联 的 . ë 


推论 2.7.6 若是 一 个 弱 正 定 关 联 BCL 代数 , 则 它 的 
BCK- 部 分 BCX) 是 一 个 正定 关联 BCK- FUR. 


证 明 因为 x € BCX) 列 涵 0x*z 一 0, 所 以 当 zyyE BOO 
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时 ,定理 2.7.5 HG) RBH z x y = (z x y) жу. TRE ВОХ) 是 一 
个 正定 关联 BCK- 代数 . g 


这 个 推论 告诉 我 们 , 弱 正定 关联 BCI- 代数 类 是 BCI- 代数 的 
一 个 真子 类 . 


定理 2.7.7 BCI- 代数 和 是 弱 正 定 关 联 的 则 它 满足 
Gi) (zx (z * y)) x (y * z) 
= {Ly * (уж z)]* y x z)) x (z x y). 


证 明 ”因为 
{Гу * (yk z)]* (yx z)) # re y) 
=< (z x (y x z)) ж (z x y) 
= (z * (rz * y)) x (y* z), 
所 以 
(Ly* y * 2] * (y ix (z * y) 
=< [z x (z * у) ] * (y * z). 
为 了 简单 i s= zr * y, t= у + хл, ЖЕН 2.7.50) 中 用 s 和 替换 y 得 
TXxs= [rxs)xs]x (0xs). 
上 式 两 边 右 + 乘 上 有 
(TX (z * y)) * (y * z) 
= ([(хж5) ж5] ж (Oxs)) w£ 
< [Cy *5) * (0xs)]*ż 
= {[(y *s) xt] *[(0*s)*t] [由 定义 2.7.1] 
= [(ужѕ) ж2]ж1 
= {Ly* (ужх) ] ж (хжу))} ж (yx z), 
以 上 运算 中 利用 了 下 述 结果 
[0 ж (z * y)]* Cy z) 
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= [(0 + х) * (0 * у) ] ж (уж z) 
= ([0* (ужлх) ]* (Ox D) x Z 
= {[(0 x у) * (Oxz)]x (0x D) x Z 
= [0* (0*z)] * = 
= 0. 
FEW 得 证 . 口 


ЯЯ ТЕ xe Se EK BCI- 代数 和 正定 关联 BCI- 代数 有 何 关系 ?Y.S. 
Huang[ 1] 和 M.A.Chaudhry[3] 证 明了 二 者 是 等 价 的 . 


定理 2.7.8(Y.S.Huangl1]) 一 个 BCI- 代数 是 正定 关联 的 
当 且 仅 当 它 是 弱 正 定 关联 的 . 


证 明 i BCI- (Ot X 是 正定 关联 的 , 则 
(1) (Tx (z x y)) * (y * z) = z * (z * (уж (y * z))). 
在 上 式 中 用 xz y 替换 z, 用 工 蔡 换 y 得 
(1) = (Cr ey) «(Cre y) * x=]) * [z x (z * y)] 
{L(x ж (z x (сж у))) ] ж y) ж (0 * y) 
= [G *y)* y]* (0 * y) 
(1) 的 右 端 = Gn y) x (Cre y) * [z x (z * (z * y)) ]) 
= (z * y) * [(z x y) x (z x y) ] 
= (4@* y) * 0 


lI 


= z * y. 
М z x у= ((хж у) ж y) ж (0 * y). ЩЕ 2.7. 5,Х 4—1 RE 
定 关联 BCI- 代数 . 
相反 地 ,假设 X 是 一 个 弱 正定 关联 BCI- 代数 . ГЕН X 是 
正定 关联 的 ,由 定义 2. 6.1 和 节 2. 6 的 不 等 式 (1), 仅 需 证 明 


хк (z x (уж (y * z=))) < (rx (z x y)) * (y x z). 
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由 定理 2. 7. 6, 上 述 不 等 式 等 价 于 
(2) <* (z * (уж Qy * z))) 
< ((y * (y x z)) x (ужх)) x G x y). 
首先 注意 ， 
Ox (Tx (уж (y * x)D) 
= (Ox z) x ((0 x у) x ((0 x у) ж (0 x z22) 
= (Ox z) ж ((0 * z) x (Ож у) ж (0 ж у))) 
= (Ож z) * (0 * z) 
= 0. 
结合 定理 2. 7. 5, 我 们 有 
тж (z * (уж (y * z22) 
= (тж (z x (y x (ужлх)))) x (тж (y x (ужх))). 
现在 证 明 (2). 为 了 简便 ,; 记 ;s 一 xxy, t= yx x. 利用 定理 2.7.5 
和 0x [z * (y < t) =O RNA 
тж [zx (yxzt)] 
= {zx [rx (уж) |) ж [rx (y*#)] 
< (уя) x |z x (yxt)], 
上 式 两 端 同 右 < RLO ж xz] s B 
(= ж [x y xt] ж (Соу ж) wt] * s) 
< (QxD0x[x*Gx*D)0]x*(QxDxst]»s) 
= ((y xt) ж [((y*t) ж) * s]) [Tx (Qy * t) ]. 
AA 
(y*t) ж {L(y *t) x £] s) 
= {L(y *t) «t] * (Oxt)} ж (L(y 关上) xt]% s) 
sx (Ox, 
代入 上 式 , 我 们 有 
{xx [xx Cy *t)]} * (Oy w£) wt] % s) 
[sx (0 x#)]* [xx (Gy w t) | 
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= {sx [zx (уж) |) * (0x) 
= ((х* y) * [z x (y * t) ]) ж (0 x t) 
< (ly *t) *y]* (0 x t) 
= (0 * t) * (0 * z) 
= 0. 
于 是 
r*[z=* (ужо) < [Q* 0 wt] * s. 
所 以 (2) 成 立 . 这 就 证 明了 X 是 正定 关联 的 . D) 


总 结 上 述 结果 得 


推论 2.7.9 i$ X dé —^- BCI- 代数 , 则 下 列 条 件 彼此 等 价 ; 
G) 六 是 正定 关联 的 ，; 

Gi) zZ*y= ((тжу) жу) ж (0 * y); 

(ш) (rx*xy)x*z-—(rxz)*z)*(yxz). 


推论 2.7.10 正定 关联 BCI- 代数 是 (0,1;1,1) 型 拟 可 换 的 
( 拟 可 换 的 概念 将 在 节 2. 9 介绍 ). 


定理 2.7.11 一 个 (2,0) 型 代数 (XX; * ,0) 是 一 个 正定 关联 
BCI- 代数 当 且 仅 当 它 满足 :VY zx,y,zx € X, 
G) CCr* у) ж (z x z)) * (z x y) = 0; 
Gi) z*0 = 2; 
(1) хжу = ((хжу) жу) * (О* у); 
Gv) (zx (хж*у)) * (y * z) 
= (Cy * (y * z)) ж (y * z)) ж (z + у). 


证 明 平凡 的 . DJ 
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这 个 定理 表明 正定 关联 BCI- (RA — TRB. 结果 
2.7.7 ~ 2.7.11 Æ Y. S. Huang[1] 为 了 回答 J. Meng 和 X. L. 
Xin[5] 提出 的 下 述 问 题 而 给 出 的 :正定 关联 BCI- 代数 类 构成 一 个 
каж? 


定义 2.7.2 一 个 BCI- RMX J£ X XX és R (g ЕЕ 
(z * (y w z)) * (0 * (y x z)) = <. 


定理 2.7.12 关联 BCK- 代数 ,p- 2E BCI- 代数 ,结合 BCI- 
代数 均 是 弱 关 联 BCI- 代数 . D 


定理 2.7.13 # X E—4 KE BCI- (RR, l BCX) 是 一 个 
关联 BCK- 代数 . 


以 上 两 个 定理 的 证 明 是 容易 的 , 故 略 . О 
下 面 讨论 弱 关 联 BCI- RAM EEK BCI- 代数 的 关系 . 


定理 2.7.14 BRK BC- 代数 必 是 弱 正 定 关 联 的 ,也 是 正 
EKK. 


证 明 ИХ ESAR BCL 代数 .一 方面 
(Gr у) жу) * (Ож у)) * (хж y) 
= (((х* у) * (z * y)) жу) + (0 x у) 
= (0 * y) * (0 * y) 
= 0. 
这 就 得 到 
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(1) ([Gx3»y]*(O»3)*Gx*5 = 0. 
注意 到 
Ox [zx(Zxy)] 
一 (0xzZ)xf[(Oxz)x(Oxy)] 
= 0* y 
和 
(z * y) ж [z * (z * y) ] 
= (ха [х= * (z * y) ]) * y 
= (ху) жу, 
因此 在 定义 2.7. 2 PH rxy Phe H z Shy RNA 
Gy) x ([Gx у) жу] ж (0жу)} = 0. 
结合 (1) 得 


Zxy 一 [(zxy)xyx(Oxy). 
这 表明 X 是 弱 正定 关联 的 . 口 
下 例 表明 定理 2. 7. 6 的 逆 不 成 立 ， 


例 2.7.1 iX = {0,1,2}, * Tü 


*|0 1 2 
010 0 2 
1.1 0 2 
2|2 2 0 


SW X 是 一 个 弱 正 定 关联 BC- 代数 ,但 不 是 弱 关 联 的 , 因 
(1% (2x1)) * (Ox (2x1)) = (1 * 2) * (0 x 2) 
=2*2=041. 


定理 2.7.15 设 X 是 一 个 弱 关 联 BCI- AM MV z,y € X, 
x x (z x y) < (уж (y x z)) ж (0 x (y * z)). 
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WEB] AX 是 弱 关 联 的 ,所 以 
(2 x (yz)) ж (O * (y * >)) = л. 


于 是 
Z * (Z * y) 
= (Cr * Cy * z)) * (0 x (y * z2)) ж (z x y) 
= (Cx * (y * z)) ж (xz x y)) ж (Ox (ужх)) 
= (Cr * (z * y)) ж (y * z)) x (0 * (y * z2) 
< (y * (yx z)) ж Ox (y x x), 


这 儿 利 用 了 不 等 式 
(Z * (z * y)) * (y x z) < уж (y * z). 


弱 关 联 性 和 关联 性 有 何 关系 呢 ? 


定理 2.7. 16 XE BCL 代数 必 是 关联 的 . 


证 明 假设 X 是 弱 关 联 的 . 记 


$ (0% (yk zx) x (z x y), 
定理 1.1.9 告诉 我 们 * = 0. 由 定义 和 定理 2.7. 13 
= x (z * y) 
= (Cx * (y * z)) x (0 x Cy x z2)) * (z x y) 
= (((х* (ужлх)) x (G x y))* (z * y)) * s 
= ((т+* (y * z)) ж (z x y)) * (z * y) 
< (yx (ужлх)) ж (z x y), 


所 以 
Z * (Z x y) < (уж (ужх)) + Co * y). 


相反 的 不 等 式 是 显然 的 . 于 是 


TX(TXY) = (уж (ужлх)) ж (z x y), 


97 X 
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这 表明 X 是 关联 的 . 口 


应 当 注 意 ,定理 2.7.15 的 道 不 成 立 . Bm X = {0,1,2},* X 
如 下 : 


RIX; < ,0》 是 一 个 关联 BCI- 代数 ( 见 定理 2. 5. 2). 但 是 
(1 x (2*1)) * (Ox (2 < 1)) 
= (1 * 2) * (0 * 2) 
=2x2= 05], 
Br EL X 不是 弱 关 联 的 ， 


关于 弱 关 联 与 关联 的 本 质 区 别 , 见 节 4. 2. 
SER] 引入 了 拟 关联 BCI- 代数 .Y. 5. Huang[1] 证 明了 
这 个 概念 等 价 于 关联 性 . 


定义 2.7.3 一 个 BCI- 43 X 叫做 拟 关 联 的 ,如 果 它 满足 
G) C(x * (Qr y)) x Qr y)) * (Ox (z * y)) 
= yx (уж (z * (z * y))). 


定理 2.7.17 一 个 BCI- AUX ач ARS X BK 
联 的 . 


WARES ХАЙХ. UR x у, (5) 得 
z = уж (y * z). 
所 以 X ERHI. 在 定义 2.7.3G) 中 以 z y SR y, 并 利用 
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Ox(z=*(z*y)) —0* y, 
我 们 有 
{xx [z * (сж y)]) ж [rx (z: * y)] 
= (rx y) x [< * (z x y) ] 
= (z * [z * (z* y) ] * y 
=[(rxy*y]*¥ (0* >), 
(z*y)* {Crxy) x [rx (z * (z * y))]) 
= (хжу) * [(z * y) ж (z x y) ] 
= Zz* y 
我 们 有 
rey = ((z x y) ж y) * (0 * y). 
由 推论 2. 7.9,X BIE E XS. 这 就 证 明了 ,不 既 是 可 换 的 又 是 正 
ERKKI MUX 是 关联 的 . 
相反 地 , 设 壬 是 关联 的 , 则 广 是 可 换 的 和 正定 关联 的 . 由 可 换 
性 知 ,X 满足 
(1) Xx (rey) = уж (уж (z * (z x у))). 
由 正定 关联 性 知 ,X 满足 
Z*wy= ((z=*y)* y)* Oxy), 
P) z x y 替换 y 得 
(2) т x(xZ* y) 
= (Gx (z x y)) x (z * y)) x (0 x (z x yd). 
结合 (1) 和 (2), 我 们 有 
(Gr (хжу)) + (z * y)) * (0 x (z * y)) 
= уж (уж (z * (z * y))). 


EVA X Jet nri is. L] 


受到 定理 2.7.5 的 启发 ,M.A.Chaudhry[1] 3) A T 88 uj 8 
BCI- 代数 的 概念 . 
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EM 2.7.4 一 个 BCI 代数 X 叫做 弱 可 换 的 ,如 果 它 满足 ; 
G) Geox (хжу)) ж (0 x (rx) = уж (y x z). 
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出 : 设 和 是 一 个 拟 结合 BCI- ABC, UU S СНЕ Bal И 58 uj BRE (M. 
A. Chaudhry[1;Theorem 7]). MAER MÉAR] 改进 了 这 一 结 
果 , 取 消 了 “ 拟 结合 ” 这 个 条 件 . 


定理 2.7.18 5930 BCI- 代数 必 是 弱 可 换 的 . 


WB] ” 设 和 是 一 个 弱 关 联 ВСІ 代数 .对 任意 zx,y € X, 由 推 
W 1. 3.5 和 定理 1. 3. 6 有 
Ож (тж у) 一 0x (а, жау), 
Ox (ухх) = 0 x (а, жа,). 
注意 到 
(Que aD x [0 * ye 2] ж [y * Cy 22] 
= 0* [0 * (ухх) ] 
= 0 x [0 * (a, *а,)] 
= 0 * (а, жа) 
= 0x (хж*у), 
这 名 利用 了 定理 1. 3. 1Cviii) 和 (x), 所 以 我 们 有 
[Gy * (y x x)) * (Ox (y * x) ] x (Ox (% y» 
< y * (y * z). 
于 是 由 定理 2.7.14 得 
(z * (z * y)» * (0 * (z x у)? 
< [(y * (y x z>)) x (0 x (y x z)) ] x (Ox (z x y)) 
Sç уж (y * z). 
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再 次 应 用 定理 2.7.7 得 

уж (ужх) < (z x Gr* y)) ж (Ox (z x y)). 

因此 
yw (y* z) = (z x Gx y)) x (O x (r x y)), 

Bp X 是 弱 可 换 的 . 口 


结合 定理 2.7.6 有 下 述 


推论 2.7. 19 ”一 个 弱 关 联 BCI- 代数 既是 正定 关联 的 也 是 弱 
可 换 的 . 


一 个 自然 的 问题 是 :这 个 推论 的 道成 立 吗 ? 回 答 是 否定 的 . 事 
实 上 例 2. 7. 1 既是 弱 可 换 也 是 弱 正 定 关 联 , 但 不 是 弱 关 联 的 . 那么 
在 什么 条 件 下 ,这 个 推论 的 逆 成 立 呢 ? 在 节 4. 2 将 给 出 解答 . 弱 关 
联 的 进一步 性 质 我 们 在 后 面 还 要 讨论 ， 

可 换 BCI- 代数 和 弱 可 换 BCL 代数 有 何 关 系 呢 ?M.A. 
Chaudhry[2] 给 出 了 回答 . 


定理 2.7.20 ЗТ BCL 代数 必 是 可 换 的 . 


证 明 i X 是 一 个 弱 可 换 BCI- 代数 ,a € LX). 对 任意 z, 
y ET(a), 由 定理 1.3. 6 有 
x*y€V(0- B(X), 
因此 0 x (z x у) = 0. 于 是 弱 可 换 人 性 给 出 
Z x (z x y) = (z x (z x y)) x (0 x (z x y) 
= уж (y x z). 


定理 2. 4. 4 告诉 我 们 ,X 是 可 换 的 ， Г] 
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注意 AE BB BJ К. 


о 


0] 2.7.2 ЯХ = {0,1,2,3,4), x RMP 


ДХ; * 40) 是 一 个 可 换 BCI- 代数 ,但 不 是 弱 可 换 的 . 事实 上 
(1* (1*=3))* (0x (1 x 322 
= (1 * 4) * (0 x 4) 
= 2* 2 = 0 
Z 3* (S3* 1) = 1. 


2.8 具有 条 件 (S) 的 BCL 代数 


K. Iséki( 4] 推广 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代数 到 BCI- 代数 . ut 
x 是 一 个 BCI- 代数 ,对 任意 a,b € X, 
A(a,b) = (x € Xix*as b). 
因为 zxa < b BUF z xb <a, BED) Alab) = AG. a). BR 
a * (Ox b) f b * (0* a) 属于 Ala,5), 本 节 未 注 明 出 处 的 结果 , 均 
属于 K. Isékil 4]. 


定义 2.8.1 EXET BCI- 代数 . XT Ex а,Ь €x, 
Ж A(a,b) 有 最 大 元 , 则 称 X 是 县 有 条 件 (S) $9. Hi AG 的 最 
X303 a • 6. 
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Ё 2.8.1 i X = (0,1,2), x 表 如 下 


1 
0 
0 
2 
则 XX 是 一 个 具有 条 件 (S) 的 BCL 代数 ,。 表 如 
` 1 
1 
1 
2 


( 见 K. Iséki[4]). 


12.8.2 j X = {0,1,2,3}, * 表 如 下 


1 
0 
0 
2 


3 


WW X 是 一 个 BCI- 代数 ,但 不 具 条 件 (S) ,事实 上 4(1,2) = (0,1, 
2,3) 无 最 大 元 ( 见 胡 庆 平 L1]). 


定理 2.8.1 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代 数 亦 是 具有 条 件 (S ) 的 
BCI- 代数 . 


ШЕЯ ЁЛ. Г 


定理 2.8.2(Y.L,Liu[1]) ”任何 p- 半 单 BCI- 代数 是 具有 条 


тези 
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(CS) 的 . 


WB] ХЕ p- з BCI ABM, H a,b E XX. 因 为 
((ax (0*b))*a) xb = (0*(0*Ь)) b= 0, 
所 以 ax (Ox b) € А‹а,Ь). ЯЕ и € ACa,b) ‚и x a <b RE 
{+ Gu x a) * b = 0. 于 是 由 定理 2.2.2(vii) 和 2. 2. 3Gii) 得 
и x (ax (Ox Ьу) = (0 x b) * (a x u) 
= (Ox (a x#)) x b 


сс. memes ы, == s s... 


— кынкы tm 


= (u wa) * b 
= 0. 
这 就 说 明了 ,ax (0 xb) = a5. PU X BRAM. Г] 
推论 2.8.3 结合 BCI- 代数 是 具有 条 件 (S) 的 . [Г] 


定理 2.8.4 设 XX 是 具有 条 件 (5S) 的 BCI- 代数 , 则 对 任意 z, 
yz € X, 

G) x° y= y ° zx, 

GD (хоу) 2 = 2° (yez), 

(ш) х0 = =, 


ВОХ, »,00 是 一 个 可 换 么 半 群 . 


证 明 {ХИ ШЕН GI). 由 定义 知 
((@°y)°z) xz S Z ° y, 
因此 
(CCZ。y)。z) ж y) #2 = (((х° у) ° z) * z) * у 
< (< ° y) * y < л. 


于 是 
((z ° у) ° z2) жук» z, 


#28 几 类 BCI- 代 数 @ 105 У 


(z ° y) ° z < (z ° z) ° y. 
交换 у 和 2 便 得 相反 的 不 等 式 ,所 以 


(z ° y) ° z = z ° (yez). 


结合 (1) 我 们 有 
(z °.y) ° z = (y ° z) ° z 
= (y ° z) ° = 
= zx ° (y ° z). 
Gi) 成 立 . 口 


定理 2.8.5 设 X 是 具有 条 件 (S) 的 BCI- 代数 , 则 对 任意 z， 
у, Є X, z < y BL z ° y < y ° z. 


证 明 Birs y, 则 我 们 有 
(z ° z) * y < (< ° z) x z < z. 
所 以 z。z <ç y ° z. L] 


上 述 两 个 定理 表明 ,具有 条 件 (S) 的 BCI- 代数 关于 运算 。 是 
一 个 偏 序 可 换 夭 半 群 . 


定理 2.8.6 设 X 是 一 个 具 条 件 (S) 的 BC- 代数 , 则 对 任意 
х,у: € X, 

G) (m*y)*z= лж (y ° z), 

Gi) (хх) * (y ° z) < < * y < (rez) ° (z * y). 


证 明 ”因为 
(TX (Ca¥ y) *z) * z = (x * z) = ((z * y) #2) 
< у, 
我 们 有 
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XX((Txy) x z) < y ° z, 


于 是 
= x (y ° z) < (Z= * y) жх. 
另 一 方面 ,因为 
(m x y) ж (z x (y ° z)) < (y ° z) x y Sez, 
我 们 有 


(z * y) x z < z * (y 2). 
PRU (z x y) x = z x (y ° z). G) 成 立 . 
因为 (Xx y) * (z x x) z * y, pb z x y << (z * z) ° (z + y). 
注意 到 zx* (z <= y) < y ZI z < (z = y) ° y, ШЕЯ 2. 8. 5 48 > < 
(zx y) ° y. 于 是 
z ° z < ((z* y) ° y) ° z = (z * y) ° (ye.z), 
这 等 价 于 | 
(z ° z) x (y ° z) < Z x y. 
Gi) 成 立 . Oo 


胡 庆 平 [1j 给 出 了 下 述 定 理 . 


定理 2. 8.7 ХЕ BCL 代数 . 如 果 存 在 一 个 二 元 运算 
。 使 得 对 任意 x,y,z € X, 

G) (rey) ez = rx (y ° z), 
WW X ERARIO BH, ° & S- i5 R. 


证 明 Bo 
((z ° y) * z) * y = (Z ° y) * (z ° y) = 0, 
тас: ° y) * z < y. 95 Ш, ШЖ z x z < у, 
z * (z ° y) = (x x x=) ж y = 0. 
MU z< ° y. RR z ° y k (z € X:z + z у) HRAT, MX 
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是 具有 条 件 (S) 的 . О 


由 定理 2. 8. 601) 和 定理 2. 8.7 得 


定理 2. 8.8 BCI- 代数 和 是 具有 条 件 (S) 的 当 且 仅 当 存在 一 
个 二 元 和 运算。 使 得 对 任意 x,y,z € X, 
(m x* y) *z = zx * (y ° >). 


这 是 H. Yutani[1] 对 BCK- 代数 所 证 结果 的 推广 ， 
综合 BCI- 代数 的 定义 和 定理 2. 8. 8 ,我 们 得 


定理 2. 8.9 一 个 (2,2,0) 型 代数 (X; x , 5,0 是 一 个 具 条 件 
(S) 的 BCI- 代数 当 且 仅 当 它 满足 ， 

G) (Zx y) x (Txz) z %* y; 

Gi) z*(z*y)<); 

(ш) x< x; 

Gv) << y# y< й х = y; 

Vv) ry MEHRA z* y= 0; 

(vi) (хжу) ж2 = zx (уо 2). П 


为 了 进一步 讨论 具有 条 件 (S) 的 BCL 代数 与 剩余 偏 序 可 换 
么 半 群 的 关系 ,下 面 回 顾 某 些 有 关 的 结论 . 


定义 2. 8. 2(L.Fuchs[1]) 一 个 代数 (X; +51) X JU ° E X 
上 的 一 个 二 元 运算 ,1 是 并 的 一 个 常 元 ,叫做 可 换 么 半 群 ,如 果 它 
满足 

G, <° (y *z) = (z * y) ez, 

G r*y—y*r, 
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G, тхт,+1=х. 
NRX; <> 还 是 一 个 偏 序 集 , 且 满足 

G, т<у ИЙ z ° z < y ° z, 
WX; <, 5,10 MURRET k HERE. 如果 对 a,b € X, жаа € 
X:z'.a 委 外 关于 入 有 最 大 元 ,该 最 大 元 称 为 上 关于 a 的 剩余 ， 
记 为 6 : a. 如 果 对 任意 a € Xb: арт, Ма 为 一 个 剩余 元 . 
фа 是 一 个 剩余 元 , 则 可 以 证 明 a : (Ó + c) = (а: bic. MRXW 
每 个 元 素 是 剩余 元 , 则 (X; <, : ，,1) 叫做 剩余 偏 序 可 换 女 半 群 . 


定理 2.8.10(L. Fuchs[1]) BEX; <, : 5D 是 一 个 剩 
余 偏 序 可 换 乏 半 群 ,并 且 1 是 一 个 极 大 元 , 则 下 述 性 质 成 立 : 

G) (y: z) = y; 

(1) r:r-—l,.,r-r:l; 

Gü) z< y BM: r= 1 

Gv) rs Gfyy 

w) «у z: z< y: zf z: ys z: x; 

(vi) y: z< (y ° z) : @ ° z). 


证 明 — CO 是 明显 的 . 

因为 1.z 一 zz 委 z, 所 以 1 委 z:z. 但 1 是 极 大 元 ,因此 工 :z 
— 1. НО, TG: Dc, 所 以 + :1 入 x+. 另 一 方面 ,由 zz 
.1< zB z < z : 1. 这 表明 zz = хт: 1. Gi) Bie. 

Ш# z< yd 1: z< y. [Ж 1 y: xz. 结合 1 是 一 个 极 大 
元 ,就 有 yy :z= 1. Bh mE y: z = 1,Jli| = = 1 * = < y. (10) 
成 立 . 

ух. у< х yy 所 以 ,zx < (z + y) : у. Gv) ЙМ. 

Ш z < y, H G) 得 

(z : z) * z S < S y> 
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Вх: z < у: z. BRA RNG 
(z: y) ° z < (z : y) ° y < z, 
所 以 z : y < z : z. (v) 成 立 . 


H 4) 得 
(уз х) + (z z) = [(y : z) * z] * z < y ° z, 
Ш yt z < (у +2) : (т * е). (vi) RIL. O 


定理 2. 8. 11(L. Fuchs[1]) R(X; <S, : 6,1) 8—0 
余 偏 序 可 换 乏 半 群 ,1 是 一 个 极 大 元 , 则 对 任意 z,y,z € 和, 我们 有 
(z: y): z = x: (y ° х). 


证 明 ”由 定理 2.8.104), 
Cari (y +z)) +z) ° y = (х: O.z) ° Gy ° 2) St >, 
所 以 我 们 有 
(z: (y*z)) z SS z: y, 
z: (y ° z) < (z : y) : z. 
另 一 方面 
((T1y) :2z) z SZ: y, 
r: y): z) ° (y * 2) = (((Z : y) t z) ° z) ° y 


< (z: y) ° y 
< x, 
所 以 
(z: y): z< zx: (y ° z). 
结合 上 述 结论 得 


(z: y): z = xz: (y ° z). [3 


定理 2. 8. 12(L. Fuchs[1]) BX; <, : D 是 一 个 剩 
余 偏 序 可 换 乏 半 群 ,1 是 一 个 极 大 元 , 则 对 任意 zx,y,z € XA: 
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G) (z“:iy):z = (z: z) : y; 
G) l:(z:y)= (1: z): 1: y); 
Gü) y< z: (m: y); І 
Gv) z: y=< (z: y): (z : z). 


WEB] ”由 定理 2.8. 11 RNA 
(r: y)iz= z: (yez) = к: (ery) = (хія): у, 
G) 成 立 . 
H G) 和 定理 2. 8. 1001) 得 : 
(1:22: (1 : 32 
= (((х: y): (z : y)) : z) : (1: у) 
= (((z: y) : z): (et y)) : CQ: y) 
= (((z : z) : у): (1: y)) : (z : y) 
= ((1: у): Q: у)): ty) 
一 1:(z:y)， 
(1) RZ. 
因为 
y* (z : y) = (r: y) * y<- x=, 
BRA y < = : (х: y), (й) 成 立 . 
BD z < х: (z : z), RG) MER 2.8.1060 得 
z: y< (х: (z : z2)) : y= (ri y): @iz), 


(iv) 成 立 . I D] 
现在 给 出 剩余 偏 序 可 换 么 半 群 一 个 等 价 公理 系统 . 
定理 2. 8. 13(J. Mengf9]) ВХ; <, : ,，,1) 是 一 个 代 


数 ,这 儿科 是 上 的 一 个 二 元 关系 ,: 和 “是 和 的 二 元 运算 ,1 是 
X Bj—T 825, CX <, : SD 是 一 个 剩余 偏 序 可 换 勾 半 群 ， 
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且 1 是 一 个 极 大 元 当 且 仅 当 对 任意 r.yz € X, CME: 
G) z:y< (z: y): Giz); 
GD y< <=: (z: y); 
Gi) << zx; 
Gv) z< y#ly=< rA = = y; 
G) z<=y35H0234) 5: х= 1; 
(vi) (xz: y): z = zx: (y ° z). 


证 明 “ 仅 当 ”部 分 由 定理 2.8.10 ~ 12 BE. 现 仅 证 明 “ 当 ?” 
部 分 .假设 (X; <, : , ,1) 满足 (D — (vi). 我们 的 证 明 分 5 个 结 
结论 1 1< x 398 z = 1. 
事实 上 ,1 < xz 等 价 于 zx:1==1. 于 是 
1:2 = (т: ])*т= G: (zt: z)) : z = 1. 
H Gv) 18 z = 1. 
结论 2 (X; <) 是 一 个 偏 序 集 . 
Bi у< ғ. НОУ), : y = 1. ЖД G) 我 们 有 
1] =: у< (z: у): (z : z). 
结论 1 告诉 我 们 1 = Ge: x) (viz), N jk 
(1) y=< z#9 z: z< x: у. 
#H3E z < z, | z : z = 1. Ho 8 
1=<x:z=< zx: y. 
由 结论 1 RA х: у = 1,BI y < z. RRR T iy <ç z fl zx < < 
Ж y < z. BEG Ош) 和 (iv) ,我 们 已 经 证 明了 ,(X; <) 是 一 个 偏 
FR. 
结论 4 (z: y): z = (z: z): y. 
BD < < z : (z : z), H G) 和 (1) RNA 
(z: z) зу G: y): (z t (z : z)) < iy : z. 
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由 于 х,у, € X EFEN, НЫН (т: у) : z < (z : z) : y. Bl 


(iv) Bet y) : z = (z: z) : y. 


结论 5 (X; D 是 一 个 偏 序 可 换 么 半 群 . 


注意 到 
(z ° у): (y * z) 
= ((T* у) ғу) : < 
= ((т+у) Z): y 
= (z + y): (х,у) 
= 1. 

AA z Al y 是 任意 的 ,所 以 我 们 得 到 
(2) х у= у ° =. 
因为 对 任意 ,yz Є X 
(Cae y) ° z) : (z ° (y * 22) 
= (((< ° >) ° z) : z): (y * z) 
= ((((т+у)+ : z2) t y) : Z 
= (Cae y) е2) : z2) : z) : y 
= (((х• у) ° z) : z) : (rey) 
= ((z у) *z2) ze (z * y>) _ 
= ((z ° y) ° z) : Carey) ez) 
= 1, 
所 以 有 下 式 

(3 < =° (y * z) < (z ° y) ° z. 

利用 (2》 和 (3) 得 

(z ° >) ° z = z * (ху) = z * (y * z) 


Choi] 
[由 结论 4] 
[由 (vi)] 
[由 Gii)] 


[HI Gi) J 
[由 (vi)] 
[由 结论 4] 
[H Gi) ] 
LH GD] 
[由 (2)] 
gi Cii) ] 


< (z * y) * z = (y *z) * Z = z ° (y * 22, 


Bl] (> • у) ° z < z • (y ° z). 460263) 得 
(4) “<> (y °* z) = G ° s) ° =. 


на) RNAl<2: (ж: 1. AAEL: (z: 1) = 1, 
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BE x: 1 委 z. 另 一 方面 ,我 们 有 
(х: 1): х= (х12):1=1:1=1, 
Ж z < z : 1. 上述 两 方面 表明 
(5) х=тт:]. 
H Gü) 和 (vi) RATA 
xet(eeD=(@ixndt1l=1l:1=1, 
所 以 下 式 成 立 
(6) xel<a. - 
WR r el< у, ДІН С) 和 (5) 
1=y: Corl = wir): 1 = y: z. 
TE z=< у. RIE T z 1 < yIW к< yd z .1< < 1, 
119 m < z + lL ВНС), KORA 
(7) <-+1= =. 
ШЕЕ Т СХ, *,D 是 一 个 可 换 乏 半 群 . 
结论 6 хт<уй zr + z < y * z. 
Bursy Mytc=1l Ay zy х у Gy z): z, 
Abr < (y ° z) : х, > * z < y ° z. 
总 结 上 述 所 证 ,我 们 得 到 4X; <, : , 6,1) 是 一 个 剩余 偏 序 可 
换 乏 半 群 ,1 是 它 的 一 个 极 大 元 ， O 


为 了 给 出 具有 条 件 4S) 的 BCI- 代数 与 可 换 剩 余 偏 序 么 半 群 
的 等 价 性 ,下 面 回顾 有 关 范 畴 论 的 某 性 知识 ， 

W AB. RI 多 叫做 等 价 的 ,如 果 存 在 涵 子 多 io — B 
Ж: 

(OD) 对 多 的 每 个 对 象 互 ,存在 -er [0—14] Ж AEG 2 СА) 
同 构 于 В, 

(C) 对 任意 4,B € ОЬ, F XE S BJERS C eL ALB Lu 一 
[F CAD 7 (B) ]e 是 1 一 1 的 和 到 上 的 ( 见 K. Balbes and Ph. 
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Dwinger[1]). 
我 们 用 BCIS 记 具 有 条 件 (S) 的 BCI 代数 的 范畴 ,用 САРОМ 
记 可 换 剩余 偏 序 么 半 群 (这 儿 单 位 元 是 一 个 极 大 元 ) B ses. 


定理 2.8. 14(J. Meng[9 D ”以 单位 元 为 一 个 极 大 元 的 剩余 
偏 序 可 换 么 半 群 是 范畴 等 价 于 具有 条 件 (S) 的 ВСІ- 代数 . 


证 明 定义 有 映射 多 1:CRPOM=>BCIS 为 ;对 每 个 A = (Х; 
Ks ts t D € Oberon: Z (A) = B= (X; K, +, ORPA 
X, 0A1, MER х,у Є X rsy À z: y,z ° y= x * у,х «ущ 
HAN y < x. Hi XE PB 2.8.9 和 2.8.13 HB € Obss; 对 于 
СЕРОМ 中 的 任 一 个 态 射 /:4 > B, 我 们 定义 FU: Z, (A) > 
£, (B) 使 得 Z OO) = FG z € A. BE 
SG) x y) 
= f(x: y) 
= f(x): fG) 
= f(x) ж fly) 
= FAN) FANO), 
ST Ga» у) 
= fio» 
= faf) 
= f(z) • f(y) 
— (eJ (fy), 
F (A) = f(0) = /(1) = 1 = 0, 
所 以 2 (f) 是 BCIS 的 一 个 态 射 . BR FZ, Jt СЕРОМ 到 ВСІЅ 的 
一 个 涵 子 . 
定义 映射 .Fs:BCIS ->CRPOM 为 :对 每 个 4 二 (XX; <, x , °, 
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1) € Obs, (A) = B= (X; <, 1, D APX = X,1 = 
OER ty € X,z t: y= zw y,z * y = zr ° y,z < ущ BAZ 35 
y < x. HEM 2.8. 9 ЯП 2.8.3 BIB € Oberou: ШЖ f, A — BE 
BCIS WTA E X FAP: F(A) > F, (B) 为 :对 任意 xX € 
X, F Aa) = 了 f(z). 和 前 段 一 样 ,我 们 知道 ,多 是 一 个 涵 子 . 
注意 到 27, ° ZZ, = lcs MF ° 7, = 1саром s UF, AF, 
是 等 价 涵 子 .因此 BCIS 和 СЕРОМ 是 等 价 的 . L] 


本 节 最 后 ,我 们 讨论 一 般 BCL (OUS n] AGB: Z FR 
R. 对 BCI- 代数 XX 的 任意 元 素 4a, 定义 映射 RX — XH: 
R.,G) = хжа,ү z € X. 
S К, ° RRR R, 与 Rs 的 复合 .我们 用 МО) 表示 所 有 有 限 复 合 
R, ° =. e R, V a, b € X ,作成 的 集合 在 M(X) 中 定义 关系 < 
Ж: 


R, ° + ° R, < R, ° ++ ° R, (V z € XOR, ° ++ ° R,(z) 
< R, о еве о R(x), 
这 等 价 于 Vx € X,R. • e ° R(x) * R, ° ++ ° R,Çz) = 0. 


引 理 2.8.15. (M(X); <) 是 一 个 偏 序 集 . 


证 明 EAV a, bu, vc dE XMV z € XA 
BOL 代数 的 性 质 ,我 们 有 
Co xa) ж) DE Cexka)*)xb5, 
FH. R, 0 e ° R, & R, oo К, 
CRRA ж) xb < (6 (жи) ж) KU, 
CLUE) жо Gel a) He) #0, 
Du 


(s. (z * a) x e) xb = (s. (Z wu) x e) *v, 
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AREIA R, o e o R, K R, oo oR AIR, ++ oR, < R, SR, 
TERR e oR, = R, ° ++ ° Rise 

(Ha) ж) HOS (TU) +) жоу 

(se (жи) +.) KU (скс) 6) жа, 
yu 

(жау ж) к (6 0(тжс) xd, 
这 等 价 于 

R, ° =+ ç R, < R, ° ++ ° R, FR, ° о R, < R. ° + ° Ry 

ARR ° ++ ° R, < R. ° == ° Ra. Be ЕРШЕ, OM OO s <) 是 一 个 偏 
序 集 . L) 


引 理 2. 8. 16 (M(X); s, R) 是 一 个 可 换 么 半 和 群 


证 明 因为 VY x € X， 
(R, s += RO ° (R, ° => o ROGO 
meo Oa) ж 66) HB) жи) (o) жо 
Cr OCC Cr x u) x see) x) x а) x СЭ: xb 
= (R, ° 1 ° R.) ° (K, ° ==: ROG), 
所 以 (Rs 6 o Ri) © (R, ° + o RL) = (R, ° + ° RO ° (R, ° +, ° Ry), 
这 说 明 MOD 关于 。 是 可 换 的 . 
显然 运算 。 满 足 结合 律 . 
因为 YzEX， 
R, ° R, ° += ° R(x) = R, ° + ° R,Çz ж 0) 
= R, ° ++ ° R(x), 
R, ° = К, ° RoC) = (R, ° + ° RO) x 0 
= R, ° +o R(x), 
所 以 Ro ° (R, ° ++ ° Ry) = R, ° + ° R, = (R, ° == ° Ry) ° Row 
以 上 证 明了 CM(X);。,R。) 是 一 个 可 换 乏 半 群 ,R。 是 其 单位 
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20. Г] 
BI 2.8.17 R, Æ(M(X); <) 的 一 个 极 大 元 . 


证 明 假设 Re < R, oR, 则 VY z € X, 
+= z* 0 = K,(X) 
< R, ° + ° R(x) 
= (+(x xa) ¥en) +, 
即 
Zx[LC…zZxa)x…)xpb] 一 0. 
所 以 
R, oo RG) = (s (0 xa) x xb 
= (G (((z * С (ежа) жеу) ж Б) xa) ж) ж 
= [C (z xa) xb] СС (z жа) w =) ж 6] 
= 0. 
由 此 得 VzE X, 
R, ° +++ ° RCX) * Re (X) = [0 (z wa) +.) w b] * (z * 0) 
= (* (0 жа) x +) жр 
= R, ° ++ RIO) 


= 0, 
FER ° 1 ° R, < Ry. 结合 R, < R, о eee oR, RIJE R. ° + ° R, 
= Ry. 这 表明 R, 是 (M(CX) <) 的 一 个 极 大 元 . 口 


引 理 2. 8.18 ”对 任意 a,b5 EX,R, 是 M(X) 的 一 个 剩余 元 ,并 
RR, : R, = Rass. 


证 明 ”因为 对 任意 x € XX, 我 们 有 
R, ° R,., (z) = (ж x b) ж (a x Б) < хжа = RO, 
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所 以 R, ° Raso < Ra. 
ШЖ R. ° =: ° R, € M(X) 满足 R, ° (R, ° = ° R, ) K Ras 
BM V > € X 
R, ° (K, » ++ ° R, у(х) < R,(z). 
PEAR т = 0 ft 
R, © (К, si ° R. (a) S К,(а) = ажа = 0, 
R, ° ° R, (G * b) = 0. 


1 


TA V z€ X 
(R, °“ ° Ra )G@)) ж Ravel) 
= (C (Z wa) w ++) x a,) ж (Tx (a x b)) 
= (e(r * (z x (a x b))) жау) же) жа, 
< С (аж b) xa,) x +=) x a, 
= R, o eee о R, (a x b) 


BIER, ° = ° Ra (z) S Ra GO BI Ra, ° ==: ° R, < Revs. 这 就 证 
HH Y R,: R, = Raso 口 


定理 2.8. 19(W.P. Huang[4]) 每 个 BCL 代数 是 单位 元 为 
极 大 元 的 一 个 偏 序 可 换 么 半 群 的 剩余 元 的 一 个 集 ， 


证 明 ЕВС {Ж XR = (Ra € X). ЩА 2.8.16 
~ 2.8.18,R JE (MOOD; <, •,К,) 的 剩余 元 的 一 个 集合 ， 
(MOD; <, *,R) 是 一 个 偏 序 可 换 么 半 群 ,其 中 Re 关于 < 是 一 
个 极 大 元 . 我 们 定义 映射 Р.Х — R 使 得 

Ја) = R, € R,V a € R. 
因为 a = b 当 生 仅 当 R, = Rs, 所 以 f 是 一 对 一 的 . 口 
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1988 年 ,I Fleischer 证 明了 :每 个 BCK- 代数 是 一 个 整 偏 序 可 
换 么 半 群 的 剩余 元 的 一 个 集 . 定理 2. 8. 19 是 W. P. Huang 对 这 一 
结果 在 BCL 代数 中 的 推广 ， 


2.9 pny BCI- 代数 


H. Yutani[2] 首 先 在 BCK- 代 数 中 引入 了 拟 可 换 性 概念 ,1980 
年 K. Iseki[5] 将 这 一 概念 推广 到 BCI 代数 . 胡 庆 平 L1],C.S， 
Ноо[4],С. S. Hoo and P. V.R. Murty[2] fll J. Meng and Y. B. 
Jun[2] 均 研 究 了 这 一 概念 ， 
设 耻 是 一 个 BCI- 代数 , 且 mynyi,j € N. 归纳 地 定义 
Q. (m,y) r*(r*y), 
Q... (z,y) = QuuG 3) ж (z x y), 
Quai) = ©, „Ск,у) x (y * x). 


定义 2.9. 1(K. Iséki[5 D. 一 个 BCI- К X FE Gn nii, j) 
型 拟 可 换 的 ;如 果 ©), „Сх »y) = QO X). 


例 1.1.6 就 是 一 个 (1,0;0,0) 型 的 拟 可 换 BCI- 代数 ,这 是 K. 
Iséki 的 重要 例子 ， 


定理 2. 9. 1( 备 杰 , 辛 小 龙 [4],[5]) 关联 BCI- 代数 是 (0,1; 
0,0) 型 拟 可 换 的 ,正定 关联 BCL 代数 是 (0,1;1,1) 型 拟 可 换 的 ， 


证 明 平凡 的 . Г] 


定理 2.9.2 拟 可 换 BCI- 代数 的 BCK- 部 分 是 同型 拟 可 换 


w 120 @BCI- 代 数 引 论 


BCK- 代数 ; 拟 可 换 BCK- 代数 是 同型 拟 可 换 BCI- 代数 . 
证 明 平凡 的 . 口 
C. S. Hoo and P. V.R. Murty[1] 给 出 了 下 述 两 个 重要 定理 ， 


EW 2.9.3 任 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 是 (x 十 j,n;im,m + j 
+10) Я 80у, Е mn, j € N. 


证 明 由 下 述 几 个 引 理 组 成 . 
引 理 2.9.4 Q,,(z,y) = y, V n € N. 


证 明 显然 
Qoo CT у) = дщ (x * y) = y. 
假设 Q, Gs = у, Bl 
Q, isi) = Quint i (Loy) x (TX y) 
= [QT y) * (y * z) |ж Gy) 
= (yx (y x z)) ж (z y) 
= z x (xz x y) 
= y. 
由 归纳 法 知 引 理 成 立 . Г] 


919 2.9.5 Qu. = y* (z xy),V n € М. 
证 明 ”由 引 理 2.9.4 直接 可 得 . 口 


引 理 2.9.6 Qu = х,УлЄ N. 
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证 明 ”由 直接 计算 知 
Qo, Ty) = Q, (Z, y) * (y * z) 
= (хє (z x y)) * (y * z) 
= уж (y * z) 
= T. 
H Qunti Ge, y) = xl 

Que ua 1 xy = Q, +i (Z sy) * (y * z) 
= (Quint i G, y) ж (z x y)) ж (y x z) 
= (z x (z x y)) x (y * z) 
= y * (y * z) 
= X. 


由 归纳 法 , 引 理 得 证 . C] 


51 2.9.7 假设 X 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 , 则 
Q, CT, у) = Quint jti (y, z) 
= yx i(=*y),V n € N. 


WEB] H3|EB2.9.4,Q,..(z,y) = y, 因 此 
Q. y) = y x (z y). 
现在 仅 需 证 明 
Gin(Czyy) = Quint ai (y, z). 
34 = 0 Bf, 
Qato (TY) = y, Quay, 
于 是 
Gon(zyy) = Q, „+о+ Су» х). 
假设 Qj) = Quanti (Yo), Bl] 
Q. cias 3) = Quis y) * (z y) 
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= Quint iti (y, z) x (z x y) 
= Q, ejes (y >). 
由 归纳 法 ,对 任意 JE N 有 
Q, js = Quay 2. 
引 理 得 证 . DJ 


定理 2.9.8 对 任意 n,m,k,ij СМ, ШАУ j+ 1, p- É 
单 BCI- 代数 不 必 是 (Ca + j,n;m,m + k) 型 拟 可 换 的 ， 


该 定理 由 T. D. Lei and C.C.Xi[1j 的 例子 说 明 . 设 (Z; 一 ,0》 
是 一 个 BCI- 代数 ,其 中 一 是 通常 的 减法 , 则 这 个 代数 是 p- 半 单 
的 , 因为 

Q... (m,y) = y — lr — y) = (j + 1y — ja, 

Quom lyst) = у —' Mr — y) = ky — (k — 1)х, 
HU Queja TI = Qus Zi 

(Q + 1)y ја = Ру — (Ё— 1)х, 

(71 十 1 一 Ar 一 (十 1 一 有 )y， 
MRAA j + 1, 由 上 述 等 式 得 z = y BM z Z y Bf. 

Q, (z, у) F Q,,,, i (y, z). 
所 以 对 有 天 7 十 1, 这 个 代数 不 是 (2 + j,n;im,m + k) 型 拟 可 换 的 . 
О 


34n— т = k#lj= 18, 8 - 
推论 2.9. 9(T. D. Lei and C. C. ХіГ1]) p- 3684 BCL 代数 不 


必 是 (1,0;0,0) 型 拟 可 换 的 . 但 是 p- 半 单 BCI- 代数 是 (0,1;0,0) 
型 和 (0,2;1,0) 型 拟 可 换 的 ， C] 
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K. Iséki[5] 还 得 到 下 述 有 趣 结果 . 


定理 2.9.10 设 X 是 一 个 (1,0;0,0) 型 的 拟 可 换 BCK- 代 
Ra & X MEM ar U {a}; x ,0) 是 (1,0;0,0) 型 拟 可 
换 BCI- 代数 . 


ШЕЯ  DUSWEBDUIES x € XH 
Qu oltsa) = Qvs(a,r), 
Qi. (a 2) = Qo (m,a), 
Bp 
(rx(xxa))*x(rza)=a%*(a*z), 
(a x (ах х)) * (ахх) = r*(r*a). 
注意 到 zc € LOOX U fe) Are BCX), 上 述 两 式 显 然 成 立 . 
[] 


定理 2.9. 11 结合 BCL 代数 和 是 (1,0;0,0) 和 (0,1;0,0) 型 
拟 可 换 BCI- 代数 ， 


证 明 ”由 定理 2.1.1, 对 任意 xz,yE 久 有 
(a * (z * y)) * (4 * y) 
= (z x (xz x y)) x (y x z) 
= ((х* y) жу) * (y * z) 
= (Ож y) x (y* z) 
= ук (укл), 
因此 
Qi Gy) = Qoa Ey) = Qoo (y, z). 
RAER X Д&(1,0;0,0) 和 (0,1;0,0) 型 拟 可 换 的 . L] 
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现在 我 们 给 出 拟 可 换 BCI- 代数 的 一 个 公理 系统 , 仅 包 含 两 个 
恒等式 . 


定理 2. 9. 1207. Meng and Y.B. Jun[2]) 一 个 (2,0) 型 的 代 
BEX; x ,0) 是 Cm,n;k,L) 型 拟 可 换 BCL 代数 当 且 仅 当 它 满足 
G) иж (((тжу) ж (z *z))* (z x y)) = u, 
Gi) (mx*1f" (z * y)) * "(y * z) 
= (уж 1 (y x z)) (rx y)) ж 0. 


证 明 ”由 归纳 法 容易 证 明 
(1) 0x?*"(0*0) —0, 
(2) (O*'t(0*0)) * "(0 * 0) = 0. 
定理 的 必要 性 是 平凡 的 .下 面 仅 给 出 充分 性 的 证 明 . 
为 方便 记 
0 = ((0 * 0) * (0x 022 * (0 * 0). 
EW hZ z = y = z = 0и = 08 
(3 0x0 一 0 
EO PR z = y = е = 9, 并 利用 (1) 得 
u = иж (((0 * 0) x (0 x ду) * (0 x 0)) 
= иж ((0 x 0) * 0) 
= иж (0 * 0) 
=u, 
Bp 
(4) u= ux0. 
分 别 取 x = Oflu = 0*0,H(4) 得 
(5) 0 一 0x*0， 
(6) 0*0 = (0+0) *0. 
EG) PR y = z = 0, (5) 和 (6) 得 
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и = u * (((0 * 0) x (0 * 0)) x (0x0)) 
= иж ((0 x 0) x 0) 
=ux(0*0), 
因此 
(7) wz = ux* (0x0)., 
4u= 0 时 得 
(8) = 0* (0 * 0). 
# Gi) 中 令 z = y = 0 利用 (8) 和 (C2) 得 0 = 0x0. 由 (7) 得 
(9) и=ыи* 0. 
结合 (ii) 得 
(Ө) Qualy) = Q,,,(y,s z). 
在 GD FR y = 2 = 0 НАНО) 有 
u = u w (( (x x 0) є (z x 0)) * (0 * 0) 
= иж ((хжл) ж 0) 
= иж (хжлх), 
于 是 
(10 а= z“ * (z x z). 
Фи = z * z, (9) 得 
(11) x*a= (zx z)* (zx zx) 
= (хех) ж C(x * xz) * 0), 
用 (zx*z)*0 右 * 乘 上 式 两 边 得 
(z x z) ж ((z x z) ж 0) = (z x z) ж ° ((z * z) +0). 
BS LRF n ka 
aX = (z * z) ж 1" (тж z) ж 0). 
类 似 地 ,我 们 有 
zr * x= ((z x z) lt" (rT) ж 0)) * "(0 ж Grx x). 
结合 (Q) 得 


z * x = (0x (0x (z * z))) *!((z *x)=* 0), 
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BOO 有 0x (z * z) = 0. 利 用 (11) #& C x z) * 0 = z * z, t 
zx z = 0 x*!(x x*x z) = 0. 
这 即 BCI-3. 

# G) PO u = ((z* y) ж (rxz))x (z xy), 由 BCI-3 A 
BCI-1 RI. Æ BCI-1 84 y = 0 H (9) EBCL-2. MR zx y— yer 
= 0,0 (9) #I (Q) 得 

z = (z * 1t+"0) ж "0 
= (rei (rey) ж "(y * z) 
= (y * !TË (y x z)) x (xx y) 
= Cy x 1**0) x !0 
= y. 
BCI-4 成 立 . BEDA CX; x ,0) d& (nm, 5,2) 型 拟 可 换 BCI- 代数 . D| 


最 后 作 两 点 说 明 

1. A. Wronski[1] 的 著名 例子 (也 可 参看 丁 . Meng and Y.B. 
Jun[2 JPP. 175 一 180) 是 一 个 非 拟 可 换 的 BCK- 代 数 ,因此 这 个 代 
数 的 一 点 扩张 是 一 个 非 拟 可 换 的 真 BCL 代数 . 

2. H. Yutani[2] 证 明了 每 个 有 限 BCK- 代数 是 拟 可 换 的 ,这 一 
结果 亦 可 推广 到 BCI- 代数 中 来 ,其 证 明 留 给 读者 . 


2.10 积 代 数 


WOX. x ,0.) (a € A) 是 一 族 BCL 代数 . Цх. 是 所 有 映 和 
ЛА UX. ЮЖ, BILY «€ A, f(e) € X.. 对 于 fg Ee JI x. ë 


XY f xg 9 :V аЄ A,(f * g)(e) = f(a) x ,g(a) ,定义 0 为 Va € 
A ,0€a) = 0,. 可 以 验证 ( [| Xa; * x ,0) 是 一 个 BCI- 代数 , 称 为 (X。; 
сЄ A 
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3,0, (a € A) 的 直 积 , 义 , 称 为 它 的 a- 投 影 或 直 积 因子 .对 于 有 限 
个 BCI- 代数 (X;; € ,00 G = 1,7500 的 直 积 有 时 也 简写 为 和 x 
Хх X,. 
下 列 结果 是 容易 验证 的 . 
1. C[I X2 = [LBCX),L [T Xo = Цас; 
e€ А «cA acA acA 


2. Ix Ж p- 半 单 的 (结合 的 , 拟 结 合 的 ,可 换 的 SARS 


84 X, 是 p- 半 单 的 (结合 的 , 拟 结 合 的 ,可 换 的 ). 
由 已 有 代数 构成 新 代数 ,我 们 已 讲述 了 三 种 方法 ,这 就 是 取 子 
代数 、 商 代数 和 积 代数 . 
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第 3 章 AMBE 


在 第 1 章 第 4 节 我 们 已 介绍 了 理想 的 概念 . 本 章 将 详细 讨论 
BCI- 代数 的 理想 理论 . 


3.1 理想 格 


对 于 BCI 代数 (X;* ,0) ,XX (О 总 是 它 的 理想 . 另 一 方面 
容易 看 出 任意 多 个 理想 的 交 亦 是 理想 . 因此 对 于 任 一 子 集 4 X, 
包含 4 的 最 小 理想 就 是 包含 4 的 所 有 理想 的 交 ,这样 的 理想 称 作 
由 A 生成 的 理想 , 记 为 (41. 显然 (X] = XQ] = (0}] = (0), 
A CB 蕴涵 (4] 忆 (BJ. 如 果 有 4 是 一 个 理想 , 则 (4] = А. 进一步 ， 
BA BEX HEE ДКА О Bj] 是 包含 4 和 B 的 最 小 理想 ,A П 
B 是 含 于 4 和 B 的 最 大 理想 .对 于 理想 A 和 B, 我 们 记 4 A B = 
A(1B,AV B—-(AUB]. E AG ED), W MA A AA; 分 别 表 
mCU ARI QA 于 是 我 们 有 

定理 3. 1. (UER ERROLD (X; < ,0) 是 一 个 BCI- 
代数 , 记 AAPA BH TOO WAX; у, AD 是 一 个 完 
备 格 ,X 是 最 大 元 ,(0} 是 最 小 元 . 


和 BCK- 代数 情形 一 样 ,人 们 关心 如 何 由 一 个 集 生成 理想 . 
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定理 3. 1. 2( 胡 庆 平 Li]) it 4 是 BCI- 代数 的 一 个 子 集 , 则 
(A] = (x € Xi а, a, € A U {0} 使 
(+(x *a,) x=) жа, = 0). 


证 明 ”为 了 方便 记 上 式 右 端 为 B. 显然 0E B. 
假设 zx*y E€ В,у € В. WFE 
ay a, bi, bs € А U (0). 
使 得 
(y x aj) x ...) x a,, = 0, 
Ce Crx y) ж b) b, = 0. 
因此 
(Сее (Z w b,) Ho) ж b,) ж y = 0, 
(С (Z w 6) x xb, x y. 
ЖЖ а,, a, h * 乘 上 述 不 等 式 得 
Ce (Coes (r b) m) b) жа) * xa, 
< Core (ужа!) w +) жа, 
= 0, 
所 以 
Со CCC (Z bx xb жау) ж) жа, = 0. 
这 表明 z € B. 这 就 证 明了 B 是 XX 的 一 个 理想 . 
ВАС В, 
BUIBGAANC THE. ATER BC I, tB z € B. 
则 存在 ceo € A 使 得 
С (Z жс) * +) w c, = 0. 
因为 0E 7, 我 们 有 : 
C(x w c.) ж) жс, € I. 
НЕГЕ ХУ, HE c, € IRE z € I BB 
CC 了 .这 就 证 明了 B= CA]. Г] 
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这 个 定理 的 证 明 完 全 类 似 于 BCK- 代数 的 情形 (例如 :参阅 
К. Iséki and S. Tanaka[1]). 为 了 读者 方便 ,这 里 详细 给 出 . 


定理 3.1.3( 魏 什 民 , 赵 树 溢 [1]) 设 4 A A, Æ BCE RX 
的 理想 , 则 

G) A, УА, = {(хЄ Х;4 a, a, € A, 3 5,06, € A, 
fi Co CCC Ga) x =) x a) x 6) же) ж b, = 0); 

Gi) A, V A, = (x € Xid a € A, fla, € A, 使 得 


(r*aj*a;-0). 


证 明 ”因为 0€ A, U ABICO 成立. 
对 任意 x € А, V Als FETE bio b, € A, U A, 使 得 
(s (сж b.) ж b,) ж) ж b, = 0. 
分 下 述 三 种 情形 讨论 . 
(D # b, b, ECA, M| x € A, Ma, = х,а, = 0, 则 
(т*а)) *а, = 0 Ha Є Asa, € A. 
(2) bob, Є 4 证 法 同上 . 
(3) BF D900, € Auburn b, € AQ <i < n), Фаз = 
(se (r x b) w.) w b. Ша, € A; AW 
Cee (a, x iy) ж +) x b, = 0, 
并 注意 到 
(s+ (Car x dy) ж бу) ж.) x B; 
= ((e (Z x b.) x 6) x b) x a, 
= a, *a, = 0, 
所 以 zxa Є Ay. Ma, = хжа,, Й] 
(x *a,) жа, = (4 ¥ a,) жа = а жа = 0. 


综 上 所 述 ,我 们 证 明了 
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A, V А, С (z € X:J a, € A; fla, € A, 
{ (z< xa) *a, = 0). 
相反 地 ,因为 
A,, A, C A, U A; С (A, U A,] = А, V As. 
因而 
A, У A, = {x € X :J a, Є A, Жа, € A, 


使 (zx жа) жа = 0). П 


J. Meng[5] 4H) FEHR. 


定理 3.1.4 设 X 是 一 个 BCL 代数 ,4 是 和 的 一 个 理想 ,a € 
X. 则 4.=(zEX:zxreE4 对 某 个 EN 是 包含 4 和 ae 的 最 
小 理想 , 即 A, = CA U {a} ]. 


证 明 iz re y € A fly Є 4. 则 存在 n,m EN 使 得 
(r*y)*'ac Af y*”"a € A. 
于 是 对 某 个 x,v€ 4 有 
y*"a = о, (z x y) ж'а = u. 
由 后 一 式 得 (zx*z) x "a < y. ah + RATER m 次 得 
(z wu) *"Tl"a SÇ y* "a € A, 
BJ Ж G x u) = "tma € А, (ж ""a)«u € 4. 注 意 u€ 4 和 A 是 
HE, RIJA c*a € 4A. 这 就 是 说 x € A.A z = a = х, 
PLAC A,. 特别 地 0€ A, Ha xa = 0 € Aa € Ah. 这 就 证 明 
了 A, 是 包含 4 fll a 的 一 个 理想 . 
ik B 是 包含 4 和 a 的 任 一 理想 . 若 z € 4., 则 有 ”EN 使 
r*'aC 4A, 随 之 zx"a € B, 结 合 a € B, 由 理想 定义 知 z € B. X 
表明 A, 是 包含 A 和 a 的 最 小 理想 . [] 
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对 于 BCI- 48 X 的 非 空子 集 4, 记 
L(A) = {0x (0* z);<= € A). 


定理 3.1.5 Wide BCL 代数 和 的 一 个 理想 , 则 
G) LQ) =I Lex), 
Gi) LU) E LOO 的 一 个 理想 . 


证 明 Ave,=0* (0+ 2) <r, Их Є lima, I. X 
就 是 说 4a: € In LC(X), 于 是 L() CIN LOX). 相反 的 包含 关系 
是 显然 的 . G) 得 证 . 

ТЕН 0), 5 ажьЄ LU) tb € LU) Xx „а,Ь € LOO. 
HG)#axb€ If be 了 .因为 1 是 理想 ,所 以 a € I. Kk 

a € In LG = LG). 
显然 0 € LU). ARH LU) Æ LOCO 的 理想 . (ii) 成 立 . L] 


定理 3.1.6 Ü X E — ВСІ 代数 ,4 是 工 (X) 的 一 个 子 集 . 
iul =U (VX2:a € A). MI E X 6j — 1 83824 HAEL) 
的 一 个 理想 . 


证 明 设 I 是 XX 的 一 个 理想 .因为 L(1) = 4, 由 定理 3.1.4， 
A 是 L(X) 的 一 个 理想 . 
相反 地 , 设 4 是 工 (X) 的 一 个 理想 . 显然 0 € L iE zx y € 
了 和 > E17, 则 
a,a,,, a, € L(X), 
хкуЄ Уа, *а,), 
Qazny Є V(a, *а,). 
因此 a, жа, = az., € A. Ha, € A 我 们 得 a: € А. Рх € V(a,) 
CITRIX HT. L] 
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关于 子 代 数 有 类 似 结 果 ， 


定理 3.1.7 ХЕ ВСІ 代数 ,4 是 工 (X) 的 一 个 子 集 ， 
WI =U {Va):a € 4). 则 了 是 的 一 个 子 代 数 当 且 仅 当 4 是 
LX) 的 一 个 子 代数 . 


WA 设 4 是 LC(X) 的 一 个 子 代 数 且 zyy E€ Mana, EA 
Н.х Є У(а,),у € У(а,). HE 1.3.6,.2% y € V(a,*a,) СІ. 
Br I E X 的 一 个 子 代 数 . 

ЖУ, ТЕХ PAF ША HTN LOO. 所 以 4 是 
LOO 的 一 个 子 代数 . [LJ 


陈 昭 木 [2] 给 出 了 直 积 中 理想 与 直 积 因子 中 理想 的 关系 . 


定理 3.1.8 BE X,G € A) 是 一 族 BCL 代数 ,X = Ix. 

G) #IL EX, G € А) 的 子 代数 , 则 了 工 一 H: BX HER 
数 ;反之 ,对 六 的 每 个 子 代数 7, 1, =O: fen HEX 的 一 个 子 
RAAT = II. 

Gi) I = [nex 85388 34 R fU ZR XG € А) 的 理想 . 


证 明 设 I 是 X; 的 子 代数 (i ECA MVIEC AMV gc 
1T( 即 f(2),g() € IO 有 
(f x g)G) = fG) * gG) ЄТ, 
Bib «ge = L RRN I E X BT PHL 


反之 ， BIEX HATER, SI, = (О). f € IG € А), 
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容易 看 出 1; 是 X; 的 一 个 非 空子 集 . 如 果 FG EG) Є 1, 7,26 
IHR 

fG)*gG)-— (f * g)G) € I. 
所 以 1; Ж X, 的 子 代数 . H8 T, BRE UNI T = П. (i) 得 证 ， 


设 I 是 XX 的 一 个 理想 ， WV ie 4 我 们 有 

О, HOET#0=0@ E 1; 

(2) 设 f0) EX,f()xg() ET 和 gG) ern, / € X, 
fxgE€1I1 和 gE€1. 因 此 fE€1, 故 f(i) € L,Bp Æ X HER. 

52, Т.ж X WEEG € А), Д] 

(3 由 于 0G) Є [, 0 €I; 

(4) ESSEX fxg€IflgCI, BV: € Id 

JfG)* gG) = (J x g)G) EL, gG) € L, 

FEJO ET, 故 fET. 即 1 是 XX 的 一 个 理想 . GD 得 证 ， =O 


3.2 HMH 


闭 理想 的 概念 是 C. S. Hoo and P. V. В. Murty[1] 和 Z.M. 
Chen and H. X. Wang[2] 独立 提出 的 ,实际 上 ,在 陈 昭 木 [2] PA 
理想 的 思想 已 经 诞生 ,研究 闭 理想 的 文献 已 大 量 出 现 , 见 C. S. 
Hoo[4],J.Meng and S.M.Wei[2],J.Meng and H.A.S. 
Abujabal[1]. 闭 理想 是 BCL 代数 中 重要 的 概念 之 一 . 


定义 3.2.1 BCI (6X ; ж ,0) 的 一 个 理想 了 叫做 用 的 ,如 
H x€ I yh 0x*z € I. (C.S. Hoo and P. V. R. Murty[1],M. 
Chen and H. X. Wang[ 2 ]) 
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ER 1.4. 1 rh Z" ÆR 的 一 个 理想 但 不 是 闭 的 . 
借助 于 闭 理 想 这 一 术语 , 节 1.4 中 的 某 些 结果 可 重 述 干 下 . 


定理 3.2.1 BCI- 代 数 多 的 一 个 理想 I 是 闭 的 , 当 且 仅 当 I 是 
XX 的 一 个 子 代数 (定理 1. 4. 4). 口 


定理 3.2.2 AR BCL 代数 的 每 个 理想 是 闭 的 (定理 
1.4.5). g 


下 面 给 出 进一步 的 结果 . 


定理 3. 2. 3(C. S. Ноо and P.V.R.Murty[1]) iE X E—4- 
BCI- 代数 , 则 它 的 BCK- 部 分 总 是 的 一 个 闭 理想 . 


证 明 “在 定理 1.4. 3 中 已 经 证 明了 BOO 是 和 的 一 个 理想 . 
为 了 证 明 B(X) 是 闭 的 , 取 z,yE ВОХ), В х,у Є VO) ,由 定理 
1.3.6 知 zxy € V(0), xxx BH BOO Æ X ff] КЕК. 所 以 
BOO Ж X Н ЯЕ. О 


XE X. 3. 2. 2(C. S. Hoo and P. V. В. Murty[1D BCI- 代数 X 
的 理想 工 叫做 一 个 正 理想 ,如 果 V z € TEA 0< x, НГС 
BCX). 


”显然 每 个 正 理想 是 闭 的 ,而 BOO) 是 最 大 正 理想 . 


定理 3. 2. 4(J. Meng and S. M. Wei[2])  BCI- 代数 头 的 理想 
Із ВЕ LO) Æ LAX) 的 一 个 闭 理 想 . 
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WAR BLAU) BLOX) 的 一 个 闭 理 想 .为 了 证 明了 是 闭 的 ， 
z€ L а, = 0x (0xX) < х,а, ЄІ. 82,0. EIN 
LOO = LU). h LO) 的 闭 性 ,0* z = Ожа, Є LOD. AREH 
3.1.4,0*2 Є I. Bl I ЕЙ. 

相反 地 , 设 了 是 和 的 一 个 闭 理想 . WHER x € LUD. 显然 0 * 工 
ELBE LD) SINL)» rE LO). BLD JÉ LOO 的 
一 个 闭 理想 . O 


这 个 定理 告诉 我 们 ,BCI- 代数 团 理想 的 研究 能 够 转化 为 - 半 
单 BCI- 代数 闭 理想 的 研究 . 


定理 3. 2. 5(C. S. Hoo and P,V.R.Murty[1]) 设 (X;*x ,0) 
是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 ,(X; 十 ,0) 是 它 的 伴随 群 ,7 是 瑟 的 一 个 
子 集 . 则 下 列 条 件 等 价 : 

G) TT 是 (X;* ,0) 的 一 个 闭 理想 ， 

Gi) 了 是 (X;* ,0) 的 一 个 子 代数 ， 

Gi) ЕХ; 十 ,0) 的 一 个 子 群 . 


证 明 ”由 定义 , G0 D. 
Gi)-» Gii). BE I E (X; * ,0) 的 一 个 子 代数 ,上 且 х,у € X. WJ 
0* y € X. Р 
TX 十 y= 二 Xx (0xy) € X, 
B] I EG X; 十 ,0) 的 子 群 . 
GDS. RIEK; 十 ,0) 的 一 个 子 群 . 显然 0 € L лжу 
€ I fll y € I. Big 2.3. 30v), 
x = Ç( * 0) * (ужу) 
= (Z x y) x (0 x y) 
= (rxy) + > € I. 
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MAIE; ж ,0) 的 一 个 理想 . 另外 ,VY z € IS 0 xx= z€ I. 
所 以 了 是 (XX; x ,0) 的 一 个 闭 理想 . 口 


综合 上 述 结果 ,我 们 有 


定理 3.2.6 (X; * ,0) 是 一 个 BCI- 代数 ,(X; 十 ,0) BE 
的 伴随 群 . RE LOO FR AIT =U (V(a):a € 4}. 则 下 列 
条 件 等 价 : 

G) IEOCX; x ,0) 的 一 个 子 代 数 ; 

Gi) 4 是 (Z(CX);x ,0) 的 一 个 子 代数 ; 

(ш) A 是 (LC(X); 十 ,0) 的 一 个 子 群 ; 

Gv) 4 是 (Z(X); 十 ,0) 的 一 个 闭 理想 ; 

(у) 了 是 (Xix* ,0) 的 一 个 闭 理想 . 口 


借助 于 元 素 的 周期 可 以 刻画 闭 理想 ， 


定理 3. 2. 7(J. Meng and S. M. Wei[2]) iE I E BCI- 代数 和 
的 一 个 理想 . 如 果 了 的 每 个 元 素 的 周期 是 有 限 的 , 则 了 是 闭 的 . 


证 明 (FE z € L, |r| =n € №, =" € ВОХ). FER 
(Ox z" l)%w z = (Ox (0 * (0% z" 1))) w > 
(O xz) * (0 * (0x 2"")) 
Ox (z * (0 ж 2771)) 
= 0#2" = 0Є I. f 
合 zE7T 得 0*z l€ L EXPER O z € I. MUI EI 
的 . [| 


l 


推论 3. 2. 8(J. Meng and S. M. Weil2]) 周期 BCL 代数 的 
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每 个 理想 是 闭 的 , 即 周期 BCL 代数 是 优 BCI 代数 . [] 


由 此 再 次 得 到 ;BCK- 代数 ,结合 BCI- 代数 , 拟 结合 BCI- 代数 
均 是 优 BCI- 代数 . 下 面 我 们 证 明 推论 3. 3. 8 的 道 也 成 立 . 


定理 3.2. 9(J. Meng and S.M. Wei[2]) ”一 个 BCL 代数 是 
优 的 当 且 仅 当 它 是 周期 的 . 


证 明 — 仅 需 证 明 “ 仅 当 ” 部 分 . 由 定理 3. 3. 4, 可 假设 X 是 一 
个 优 p- 半 单 BCI- 代数 . ШЖ X 不 是 周期 的 , 则 存在 x € X 18 
|z| = 0. 记 1= (z";n EN). 现 在 证 明 7 是 一 个 理想 但 不 是 闭 的 . 
AAs 二 0, 所 以 0ETI 设 zxyE1 和 E17. 分 下 述 情形 讨论 : 

ШЖ у = 0, 则 z= 二 z+*0= 二 x*xy€Il. 

ШЖ z * y = 0,2 = y € I. 

如 果 z*y 天 0 和 7 天 0, 则 存在 :EN 一 (0} 使 得 zxy 王 
a Și y = а. AIE z x at = а. HEH 1.4.409), 

x = a x (a° x z) 
= а ж ((z x at) * x) 
= a x (0 x ab) 
=a" € I. 
PRU I E X 的 一 个 理想 . SEE 0 x & L ШЕКА, ТЕ т € 
N {E 0 x x = х", | х" = r” x (0 xz) =0,K |z| < m + 1, 
Ж. FUT RRA. 55 X BRT НЮХ 是 周期 的 . Г] 


对 于 一 个 BCI- £3 X, ig Р(Х) = (x € Х:|х| < oo) f 
PX) = P(X) N LOD. 
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定理 3.2. 10(J. Meng and S. M. Wei[2]) i#(X; x ,0) 是 一 
个 BCI- 代数 , 则 

(а) Р(Х) = 0 (Vl(a)la € PCX))， 

(b Po(X) ÉE LOO 的 一 个 子 代数 ， 

(с) P(X) 是 L(X) 的 一 个 闭 理 想 ， 

(d) P(X) 是 XX 的 一 个 闭 理 想 ， 

(е) B(X) Є P(X), 

( X/P(X) = L(X)/P,(X), 

(o ”对 任意 C? e LOO/P,00, С x С Ж [C| = co, 
Bl LOO/P.OO ЖЕН, AERE X = P(X),C3 表示 
LOO/P,COO 的 零 元 ， 

Qh) X/P(X) EFAS, К X = Р(Х), 

G) POD/BOD = POD. 


WEB] ”由 定理 1.5.2 49а). 
d a,b € PX) WEE n,m € N — (0) E |а| = т, jbj 
= n. HEM 1.4.409) #1010), 
(a ж b)™ = a" x b” = (а")" ж СБ)" = 0" x 0" = 0, 
因此 la * b| = mn, а xb € P, (X). Bre P(X) dE L(X) 的 一 个 
子 代数 . b) 成 立 . 
由 定理 3.3.4 一 3.3.6 得 (c) 和 (d). 
(e) 是 显然 的 ,， 
定义 映射 FX /POO  LOO/POO BSC.) = Сї. BA 
了 是 满 射 . 对 C,,C, € X/PCX), 
FC, *C,) = f(C,.,) 一 C 
= Ch na, = С, *G, 
= f(C.) x f(C,), 
因此 了 是 一 个 同 态 . 为 了 证 明了 是 一 个 同 构 , 设 C-,Cy € X/P (X) 
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HC. C, B| x*y& P(X) 或 yxx & Р(Х). EAER. 
则 а,., & P(X), FÈ a, xa, & P(X). Щщ ЖЖ С? ACL, Bl 
ГСС.) 5 f(C,). 这 就 是 说 f 是 一 个 同 构 . 所 以 X/P(X) = 
L(X)/Po(X). (f) 成 立 . 

用 反 证 法 证 明 (g). 如 果 存 在 C? € L(X)/Po。(X) 使 得 |C2 | = 
n 1, WCO" = Co = С. Bla = a" * 0 € Po(X). 故 存在 mE€ 
Nt 使 得 Ja") = т, k, a = (a")” € B(X), 这 表明 |a | < mn, 
所 以 a € Po(X). 由 (c) 得 a € P(X) = С°. ЖС = С, FE. (g) 
成 立 . 

B CO RIEGO 得 (h). | 

G) 的 证 明 类 似 于 (g), 故 略 . 口 


3.3 ” 闭 理想 格 


Wt A Æ BCL ХЕ, НСА с бтн 4 生成 的 闭 
理想 , 即 包 含 4 的 最 小 闭 理 想 . 用 CT(X) 表示 X 的 所 有 闭 理想 的 
集 , 对 任意 4,B € CI(X), 容 易 证 明 4 门 BE CIX) НАП BE 
SF A 和 B 的 最 大 闭 理想 ,C4 U Bl EBS AI B Ho PERS 
想 . 因此 人 CI(X); С) 是 一 个 格 . HT 0) 0 X 分 别 是 这 个 格 的 最 
小 元 和 最 大 元 ,所 以 《CI(X); С) 是 一 个 有 界 格 . 若 4 是 任 一 非 空 
集 , € CICX)G € А), 

N (ist € A) € CI(X) 
是 含 于 IG € А) 的 最 大 闭 理想 . 所 以 我 们 有 


定理 3.3.1 设 X 是 一 个 BCI- 代数, 则 (CI(X); С) 是 一 个 
完备 格 . 
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M. Palasinski[1] 证 明了 ,对 于 BCK- R% X, CIX); С) 
是 分 配 的 . 但 是 这 一 重要 结果 对 BCL 代数 不 成 立 . 这 是 BCL 代数 
与 BCK- 代数 一 个 重大 差别 . 本 节 将 给 出 一 个 例子 说 明 这 个 结论 . 

为 了 进一步 讨论 ,引入 循环 子 代数 的 概念 . 


3x У 3.3.10]. Meng[7D 设 和 是 一 个 BCI- 代数 ,z € Х.Ж 
包含 x ABD FRB Х 的 一 个 循环 子 代数 , 记 为 ( 工 ). 


定理 3. 3.2(.Meng[7]) i X E— + p- 3E & BCI- 代数 . 则 
V x€ X, 
(х) = (x" in € Z). 


证 明 对 任意 nom € Z, НЕЯ 1.4.9 5 z" xz" = z" "这 
Ж "un € Z) 关于 运算 < 是 封闭 的 ,所 以 {zx":n € Z) EX fñ— 
个 子 代 数 , HT z = z! € {rn € 2), RMA С (in € Z). 
另 一 方面 ,由 0,zE (х) Max! = 0xx Є (х). A 
2 = xrrr! € (x), х? = 0 #2? € ix). 
由 数学 归纳 法 ,对 任意 zaE 2,2" € (х). PF Gin € Z) C (x). 
综 上 所 述 ,(z) = (xin € Z). П 


定理 3. 3. 3(J. Meng and H. A.S. Abujabal[1]) É X E— 
^ p- 2B BCL 代数, 了 7 是 和 的 一 个 理想 , 则 了 是 闭 的 当 且 仅 当 对 任 
意 ж Є 1,‹ж)© 1, 


ШЕН HT RAMA € I,WI 
х2 =0Є1Ї,т=хЄЇ,х!=0+*хЄЇ1, 
2 = тж (0* z) € I, xc? = 0 * z° € I. 
由 归纳 法 ,对 任意 n € Z, x" € 了 .所 以 (x) C I. 
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相反 地 ,如 果 z € I (х) S I.W] Ox zx = z Є (x), BREA 
z € 1 308 0 * EI FEI EAH. О 


13.3.1 设 X 是 所 有 正 实 数 的 集合 , + 是 通常 的 除法 , 则 
(X; 二 ,1) 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 ， 


ШЕЯ Я#{х,у,,Є Х,х-1=х‚,х-х=1,Ң 
r+ оа) = rx T = zX = (+ а), 
由 定理 1. 6. 5,(X; 二 ,1) 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 . 口 


PERT = (Zin € Z) = (2) ,所 以 7 是 和 的 一 个 闭 理 想 ， 
但 2 的 周期 是 无 限 的 . 这 说 明定 理 3. 2. 7 的 道 不 成 立 . 
进一步 , 令 7= (2),J = (3),H = (6), 则 它们 是 飞 的 闭 理想 . 
нж є (3) 和 2 6E (2) ALL 6 = 2 + + € Q UJ). FE H = 
(6 CGUJJ. BiltfS HC) GQ UJ] = 五 . 另 一 方面 ,H 站 1 = 
H NJ = 位), 因 此 
(UH n Г) U (H n Dl = ((1)]- = (1). 
由 此 得 
HüdfJjs CH DU «Hf Jj. 
所 以 对 闭 理想 分 配 律 不 成 立 . 
由 定理 3. 3. 3, 在 р- 半 单 BCI- 代数 中 ,一 般 地 {zx":n € N) 不 


是 一 个 闭 理 想 , 自然 人 们 会 问 何 时 它 是 一 个 闭 理想 ?下 面 给 出 回 
ж 


定理 3. 3. 40]. Meng and H. A. S. Abujabal iD i X #— 
个 p- 8 BCI- 代数 ,zx € X. ШІ = (nine N) 是 X 的 一 个 闭 理 
想 当 且 仅 当 [z | < co. 
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WEB] #8 |5| —n-o MT = (0,2 xn 1) MER 0 < 
kim<n, ЩЕ 1.4.7 :8011.4. 8/8 
aix a = аб" = (ly 
= (0 ж r)” = 0 ж z” 
= О жд e mtb — Q x (z" gt) 
= 0 ж (xg t= mc], 
z" ж zt = х" € I. 
所 以 了 是 一 个 子 代数 , 由 定理 3. 2.5, 了 是 X 的 一 个 闭 理 想 ， 
相反 地 , 设 了 = (z".n € N} 是 XX 的 闭 理 想 , 则 0* x E17. 存在 
n EN 使 得 0xx = х". Р 
ath = z"* (0 xz!) = x x (0 xz) = 0 € BUX). 
这 表明 x 是 有 限 周 期 的 . Г] 


作为 这 个 定理 的 特殊 情形 ,我们 有 


推论 3.3.5 设 基 是 一 个 p- 半 单 的 周期 BCI- 代数 ,对 任意 
EX, 则 T= (cos n < |x|} Æ X 66— T BIER. [Г 


推论 3. 3.6 ХЕ p- “ESS ВСІ- 代数 , 则 对 任意 
r€ X, I= {z';n € N} 是 XX 的 一 个 闭 理 想 . 口 


对 于 非 周期 BCI- 代数 ,我 们 有 
定理 3.3.7(J. Meng and H. A. S. Abujabal[1]) 设 XX 是 一 


个 p- 半 单 BCI- 代数 ,x € X. ДІ = (a"n € N) EXHAR, 
但 可 能 不 是 闭 的 . 
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证 明 0=a' C L рка cl. Ш mcN;,bx*a'—a". 
于 是 
0 = (b xa") * a” 
= (bx a") x (Ox (0xa")) 
= (Ó * 0) * Ca" * (0 * a")) 
= ржа", 
EJ b = ant", Bl o € 1. 所 以 I 是 六 的 一 个 理想 . 
在 例 3.3.1 中 {2":n € N) 是 的 一 个 理想 ,但 不 是 闭 的 ,事实 
b1+26 (2:n Є N). EREE. D) 


3.4 由 集 生 成 的 闭 理 想 


首先 ， 我 们 给 出 一 个 定理 (J.Meng and H.A.S. 
Abujabalf1]), 它 类 似 于 对 于 理想 的 定理 3. 1. 2. 
WT BME ia’ = 0xa, а" = 0x(0x2a) f 


[r,a san] = (eee (r*a) x ser) x Aye 


定理 3.4.1 设 4 是 BCI- 代数 的 一 个 非 空子 集 , 则 
zE CA c 当 且 仅 当 Э aist sans 5,55€ A U {0} 满足 


П 1 了 一 
[x,2,,** rans PLUMA 2] = 0. 


证 明 因为 0€ AU (0) #l0*x0= 0,BD 0 € (Alc. 
设 zx*yE Al fy € (АЛ, 
3 a, s a, bi, °. ,b, Cy s C, d, ,** d, c A U (0) 
满足 : 
[z ж yay ss a, bi sb = 0, 
[ye see sc diye dy] = 0. 
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H (а) 得 
[x ,a1, + ‚аһ, Б, 6] < у, 
两 边 同 右 * HE с.с, d, A 
[x,a, PETTE, SA b, D б! asc ‚чус, d', ， sd’, | 
[yc ,cs d'i,*",d';| = 0, 
因此 
[za ed] = 0. 
这 表明 = € (Ale. TEA] ЕХ 的 一 个 理想 . 
ix € CA Je , WU xp cas ay, a, b, , bn € А U {0} A 
[ж,ау,**,аһ, b b n] = 0, 
.用 0 左 * 乘 两 边 得 
[z' за! з-за! "0", = 0. 
TERE 0", <b, +, Ob, FR 
[r a’ sce a), 51, sb, ] = 0. 
这 表明 Окс Є (4jc. 所 以 (4j]c 是 一 个 闭 理 想 . 
若 了 是 包含 4 的 任 一 闭 理想 , 则 zx € 4 蕴涵 0 z € I. 所 以 
(А) ST, BICA ]c 是 包含 4 的 最 小 闭 理想 . Г] 


现在 给 出 定理 3.3.1 的 一 种 加 强 ， 


定理 3. 4. 2( 魏 仕 民 和 赵 树 渡 L1]) ”设立 是 一 个 BCLI 代数 ， 
则 CICX); V, A) 是 格 (1C(X); V ，A ) 的 一 个 完备 模子 格 . 


证 明 仅 需 证 明 模 律 成 立 . 设 1,1,,1, € СГХ) f D, C EL. 
车 x ETA DVT), 则 xz E71, 和 x€ 了 TV 了 .由 定理 3.1.3 存 
Жа, € I fla, € I, ËB (z: *а;) ха, = 0. r*a € L. Har 
€ L, fll, C1, Mz xa, € 7 因而 zxaE7 Л L.Wa-—r*a 
€ L, ^ l,WlGcxa xa, = a, * a, = 0. HEM 3.1.3, € TL, V 
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系 是 显然 的 .所 以 A d V L) = L V G, AD7). 即 模 律 对 格 
(CIOO ; М, AD RAE. О 


下 面 讨 论 理想 和 闭 理想 的 关系 . 


定理 3. 4. 3( 魏 仕 民 L1]) IÆ BCL 代数 筷 的 一 个 理想 , 记 
Іс = {x €1,0*2 € Т}. WJ Ic 是 含 于 7 的 最 大 闭 理 想 . 


证 明 “对 任意 rz,yEX, 若 zxyEfc 和 yEfc, 则 zx*yE 
If y € L ri) z< € I. (0 x х) x Oxy = 0x (z x y) EIM 
0x y € I,Bry] Oxz Є 1. РЕ x € Ic. BRO € Ic. AM Ic HE 
ЛЕЕ. 3 z ЄІ Wee I #g 0 x x € L Hor (O * z) <, 81] 
得 0x (O x z) € L A 0 < z € Ic. 即 Tc 是 一 个 闭 理想 . 

设 4 是 含 于 1 的 任 一 闭 理 想 .对 任意 x € 4, 则 0xx€ 4. 于 
JezC IB#I0* zx € lL Ale MELA E 1. ХЫ АС Ic. WA e 
СІ. ЗЕН Т Ic 是 含 于 了 的 最 大 闭 理想 . L] 


定理 3. 4. 4( 魏 仕 民 [1]) IÆ BCI- МХ —1 EB, Bl 
WHER х,у € X,x ~ yGnodD з НАХ x ~ y (inodo. 


ir 8H Ў х ~ ymd, J) zx y € If y*x € I. AW 
Ox (xx у) = (0 * z) x (0 * y) = (0 * (0 * у)) x z < y* z, 所 以 
Ox (zx y) € L AA ox (yxx) € L H Ic JE X rey € Icft 
y*z € Іс, х ~ yCmodle). 

5,18 z ~ y(mod1c) Wl x * y € Tc fll y x x € Ie. EDS Ic 
CI, z xy € IFI y* < € LB] х ~ y(mod]). 口 
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作为 这 个 定理 的 直接 结果 ,我们 有 


定理 3.4.5 设 I 是 BCI- 代数 XX 的 一 个 理想 , 则 (X/7;x*， 
Co) = (X/Te; x Ic). 


证 明 由 定理 3. 4.4, 仅 需 证 明 C, = Ic. 对 任意 ZE C, | x 
=zxzx*0C€ I#lOx<x € le C I... RZ ,z € Le IJ z x 0 = x 
€ If#ffl0x<x € I,B] x € C, EE Ic = C,. L] 


这 个 定理 告诉 我 们 , 仅 需 研 究 BCL 代数 关于 闭 理想 的 商 代 
Ж. 


例 3. 4. 1(J. Meng and Н. A. S. Abujabal[1]) i$ X = ( (а, 
eed k € Nt [Ë xz, = 0( <1); =. =1MOGSA)}. EM 
0°O=1°1=0M 01 =1+0=1. ER (zo, z. EX 
Fl Cyr sett ont) EX 定义 

(© ee s.) ж (уу, Ynt) 

= (т, ° ypttt Z, e yatt). 
WO = 0,0,1). ДХ; 0 &— + p- BBCI RAV x 
€ X, |z| < 2,BJ X ЖФА BCI- 代数 . 


证 明 HE COREL ZT... prior € X l3 l,kC€N* 
使 得 


0， I<; 
a= ao, i < d 
0, Ë <; 
> Lao, i < k. 


取 m = тах (1,2), RNA 
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0, m «is 
190, i<m. 
IX BI Go mat Quy n0 EX 因此 和 关于 运算 * 
封闭 . 2 X8385.Va,bc(0,1,a-b—b-a,0-a-a,a*a-— 0. 
由 此 知 ,Y zyy € X 

(D хт*у=у+л, 

(2) 0x<x= х, 

(3) =< z = 0. 


T; ° у; = 


因为 

(0,00,0=0.0=0,(0.0), 

(0 +0) 0 = 0.1 = 0 • (0 • 1), 

(0.1) .0= 1:0 = 0.1 = 0 (1 0), 

(0+1) -1=1:1=0=0:0= 0° (11), 

(1.0) 0 = 10 = 1 (0 0), 

(1.0) .1= 1+1=1 (00.1), 

(1.1) .0=0 0 = 0 = 1:1 =1• (1 0, 

(1.1) 1 = 0 :1= 10 = 1 (11), 
FA V a,b,c € (0,1), RMAG@ +b) * c = a + ec). НЯ, 
fE z,y,z € X 

(4) (< * y) *z = rx (yz). 
由 (4) 和 (1), 对 任意 z,y,z € X 

(5) Xx¥ (yz) = (z =* y) #2 = z * (z * y) = z * (y * >). 
由 (1) 和 (2) fV xeX 

(6) х*0= 0x z = x. 
结合 (3), (6) 和 (5), 由 定理 1.6.5 知 (X;x* ,0) 是 一 个 p- 半 单 
BCI- 代数 ， 

由 (1) 和 (2) AV z € XA z: = zx (@x z) = xxx = 0 
€ B(X), 所 以 |= | < 2. 这 表明 X EAW. Г] 
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有 趣 的 是 这 是 一 个 无 限 BCI- 代数 . 这 再 一 次 说 明 ,周期 BCI- 
代数 可 以 是 无 限 的 . 


3.5 р- 理想 


为 了 用 理想 刻画 p- 半 单 BCI- 代数 ,X. H. Zhang, H. Jiang 
and S. A. Bhatti( 1] 引入 了 p- 理想 的 概念 .J. Meng, Y. B. Jun and 
E. H. Roh[2],S. M. Hong, Y. B. Jun and J. Meng[1] 讨论 了 这 类 


定义 3. 5. 1 X. H. Zhang, H. Jiang and A. S. Bhatti[ 1]) 
BCI- 代数 X 的 一 个 理想 了 叫做 一 个 p- 理想 ,如果 它 满足 
G) oeT; 

Gp) (=*2) * (уж2) Cl y € I х € I. 


定理 3. 5. 1(X. Н. Zhang, H. Jiang and A.S.Bhattil1]) 2- 
理想 必 是 一 个 理想 . 


WAR 设 A 是 BCI- 代数 匀 的 一 个 p- 理 想 . 由 定义 3.5.1(i)， 
ОЄ 4. 如果 zxyE4 和 yE4, 则 (zx0)x*(yx0)E4 和 >yE 
4. 由 定义 3.5.1(ip),zE 4. 所 以 4 是 X 的 一 个 理想 . CJ 


定理 3.5.20. Meng, Y. B. Jun and E. H. Roh[2D 设 了 是 
BCI- 代数 关 的 一 个 理想 , 则 I 是 一 个 p- 理想 当 且 仅 当 BCX) S I. 


证 明 设 I 是 一 个 p- 理想 ,对 任意 x € B(X),0*x 二 0. 由 
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CTox*z)*(0xz)—0€I5$40€ I, FEX 3. 5.14р) Bz 
€ 7, 因此 BCX) C I. 

ЖУ, BOX) S L. Ш (теғ) * (yx) € Ifl € I, 
a, € LDH 


a, * a, = (a, жау) * (a, * a,) 


(a, * a,) * (a, * a.) 

= aaroo € ІР). 
由 定理 3.1.5,4: € LD. BALD SI RITE a € T. а. 
х ЖЕ 6, HHR 1.3. 6,2 xa, € BOO СТГ, z * a, 
€ 1.4 a, € IB z € I. B) 1 d p- 理想 . 口 


由 这 个 定理 不 难看 出 ,p- 半 单 BCI- 代数 的 每 个 理想 是 p- XE 


推论 3. 5. 3(X. H. Zhang, H. Jiang and A.S.Bhatti[1]) 设 
X E—4- BCL 代数 , 则 BCX) 是 XX 的 一 个 p- 理想 . 


证 明 因为 B(X) 是 和 的 一 个 理想 ,所 以 由 定理 3. 5. 2 AU 
BOX) 也 是 的 一 个 p- 理想 . Г] 


推论 3.5.4 设 7 和 4 是 BCL ХЕЕЕ, НСА. 如 果 
了 是 一 个 p- 理想 , 则 A 亦 是 一 个 p- 理想 . 


证 明 ”明显 的 . Ти 
BE FERT AM p- 半 单 BCI- 代数 . 


定理 3. 5. 5(X. H. Zhang, H. Jiang and A.S.Bhatti[1)) 设 
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(i)” 零 理想 {0) 是 XX 的 一 个 p- 理想 ; 
Gi) X 的 每 个 理想 是 p- 理想 ; 
GD XX 是 一 个 p- 半 单 BCI- КЖ. 


证 明 ”因为 每 个 理想 包含 {0} ,由 推论 3.5.4 0 (D. 

(i 让) 过 ( 首 ). 设 XX 的 每 个 理想 是 一 个 p- 理想 , 因为 {0} BX 
一 个 理想 ,因此 它 也 是 一 个 p- 理想 . 所 以 BCX) С (0) ,这 等 价 于 
B(X) = (0). МИХ Æ p- 半 单 的. Git) pr. 

Gii)—>G). UE X Æ p- ЕН), n] BCX) = (0). 由 定理 3.5. 2， 
(0) 是 的 一 个 p- 理想 . CO 成 立 . 口 


利用 分 支 能 够 给 出 p- 理想 结构 性 定理 . 


定理 3.5.6(J.Meng,Y.B.Jun and E.H.Roh[2]) WI E 
BCL 代数 X 的 一 个 理想 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

G) 了 是 一 个 p- 理想 ; 

Gi «cE J]#%8V(a)CSI; 

(ш) I=U {V(a):a € LU)}. 


证 明 OSGi. ГЕТ p BE. Ac cl. H Ta, < z, 
所 以 a. € I. XHEX € VG.) 有 > 和 ae- 属于 同一 分 支 ,所 以 y* a. 
€ BOO Cl. Aa € 1B y € I. XR V (a,) СІ. Gi) 成 立 . 

Gi) — ii). H Gi) BRA a € LO) S I RR V (a) CI. 相反 
地 ,对 于 任意 xz € І, Ша. € LO Н z € V(a.). Br) z € 
U (V(a):a € LO»). 3X 3688 IC U (Vaa € LOO). RI = Ü 
{У (а):а € LQD). Gü) 成 立 . 

Gi) G). AY BCX) = V(0) H0 € LU), Erb BCX) GU 
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(Уау :a € LU)} = 了 .由 定理 3.5.2,1 是 一 个 p- 理想. 口 


定理 3.5.7 SEBC 代数 和 的 一 个 非 空子 集 , 则 S 是 一 
+ p- 理想 当 且 仅 当 它 满足 

G) L(S) LX) 的 一 个 理想 ， 

Gi) S=U (V(a):a € L(S)). 


证 明 ”由 定理 3. 1. 5 和 定理 3.5.6 ERROS). 

相反 地 , 设 S 满足 (i) 和 (ii), 显 然 0E S.I z< y € S Hy 
€ S,Mja,*a,=a,.,€ LCS) Жа, € S. На) a, € LCS). ËI 
х € Via.) ,由 (ii) 得 zE3. 这 就 是 说 3 是 和 的 一 个 理想 . 进 一 
J, h GD AI BCX) = VCO) CS, FU SEX HT p- 理想 . П] 


定理 3.$.8 设 了 是 BCI- 代数 的 一 个 理想 , 则 了 是 一 个 p- 理 
想 当 且 仅 当 zE Ж z < y AM y € I. 


ШЕ 设 I 是 一 个 p- 理想 且 z € I#l z < y. 9 yx z € 
B(X) CI, PW y € I. 

相反 地 , 设 x € Ifl z < y AM y EL AA o EIREXE = 
€ BOO fi 0< z, Ыт € I. XP BOO C I. hE 3. 5.2, 
了 是 一 个 p- 理想 . O 


作为 这 个 定理 的 直接 结果 ,我 们 有 


推论 3. 5. 9(X. Н. Zhang, Н. Jiang and A. S. Bhata[1D 设 
I j& BCI- 代数 六 的 一 个 理想 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

G) 了 是 一 个 p- 理想 ， 

Gi) (zxz)x (yxz) € I йЙйтх+»уЄ I, 
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Gn) Ox*(0x<x)€ J] Ж z € I. 


证 明 Gi) 因为 在 BCL 代数 中 恒 有 (zx z) ж (y x z) 
委 Zxy 由 定理 3. 5. 8 得 ， 

Cii)=> (iii) EG) PR z = zd y = 08 0 x (0 * z) = 
Gxz)*(0xz) € ЇЙ x = z* 0 € I. 

Gü)=>G) на) 0 € ЈУ z € BCX) ,0* (0* z) = 
0€ Т, x € І, BOO C I. 所 以 I 是 p- 理想 . L] 


现在 讨论 BCI- 代数 关于 p- 理想 的 商 代数 . 


定理 3.5. 10(X. H. Zhang, H. Jiang and A. S. Bhatti[ 1 ]) 
设 7 是 BCL 代数 XX 的 一 个 理想 , 则 了 是 一 个 p- S838 34 H. DO 
X/I 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 . 


证 明 设 I 是 一 个 p- 理想. 设 C。 人 Cs, 由 定理 3.4.5 知 Co = 
Ic,Cox*xC; 二 Co 即 0xzx~0Cmod1), 因 此 0xzx 二 (0x7x)x0EI， 
0* (О*2) E 7 因为 0x (0xx) 世 Xx, 由 定理 3.5.8,0xxXEI 和 
x € 1. RM = € Io. FHC, = Ic = C6. 这 就 是 说 在 商 代数 中 
{Co} = B(X/D. 所 以 X/I 是 一 个 p- 半 单 BCI- (RH. 

相反 地 , 设 X/I 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 . 对 任意 zx € BOO 
Ж os xU C, < C.. HF B(X/D = {Co}, 因此 C= C,, 由 此 得 

х= zx *0 € I. 
这 表明 BOX) S I. НЕЯ 3. 5.2, 了 是 一 个 p- 理想 . 口 


, 下面 研究 闭 p- 理想 . 


引 理 3.5.11 设 了 7 是 BCI 代数 XX 的 一 个 p- EE. WI cel 
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Ж Охх eI 4AN4 re XX 一 I 蕴涵 0xz € Х—1. 


证 明 БЕ гг 0 = E17. 如 果 a € X 一 1, 注意 到 
0x (0xa) Эа, ож (0xa) 区 7. 否则 ,由 定理 3.5.8 知 a € I, 
#6. 又 因为 0xa = 0 * (0x (0xa)), 所 以 0xa 车 17, 即 0xa € 
一 了 这 就 证 明了 ,a € X— 1 Д О0О*%аЄХ—1. 

相反 地 ,假设 z+€E X 一 1 蕴涵 0xzx EX 一 攻取 a € IM 
0* (0*а) € I. RIXE O *a € I. WẸ 0a & I, 0 Oxa) 
& I, JR. a € I ifa € I. Г] 


由 这 个 引 理 ,立即 得 


定理 3.5.12. 一 个 p- 理想 1 是 闭 的 当 目 仅 当 xEX 一 1 将 
# Охх ЄХ – І. 


证 明 是 直接 的 , 故 略 . О 


定理 3. 5. 13(J. Meng, Y.B.Jun and Е.Н. Roh[2) it I E 
BCI- 43 X 的 一 个 p- 理想 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

G) 7 是 和 的 一 个 闭 理想 ; 

Gi) LU) E LX) 的 一 个 闭 理 想 ; 

Gi) LU) E LX) 的 一 个 子 代 数 ， 


证 明 OSG. RIX И. He € LU) W| = € 
I O< z C I, AI 0 z€ In LOD = 10). 结合 定理 3.1.5， 
LU) Æ LOO 的 一 个 闭 理想 , (ii) 成 立 . 

Gi)exGii) 由 定理 3. 2. 4 可 得 ， 

GDG). i LOO JE LOXO B — FCRC НЕНА I Je X BE 
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一 个 子 代数 . 对 任意 zx,y € 1, RATA asa, € LU). Bi Gii) saz. y = 
a*a, € LU). 由 定理 3.5.7,V(a,*a,) C I. AA z* y € 
V(a..D ,所 以 zx*yET 这 就 证 明了 了 是 X 的 一 个 子 代 数 . G) 成 
x. Cl 


最 后 给 出 由 集 生 成 的 p- 理想 的 某 些 结果 . 


定理 3.5.14 设立 是 一 个 BCI- 代数 ,z 是 立 的 一 个 固定 元 
X. 则 

G) (BCX) U {х}] Baa z HR) p- 理想 ， 

Gi) L((B(X) U (x) D = (azjiow BIL охо ЖЕН a, FE 
p- 半 单 代数 LOO 内 生成 的 理想 ， 

Gii) (BCX) U {zx} =U (V(a):;:a Є (а, dic}. 


证 明 是 容易 的 , 故 略 ， L] 


3.6 Ж pH dH 


S. A. Bhatti[1] 引入 了 强 理想 的 概念 ,S. A. Bhatti[ 3 ], S. M. 
Hong,Y.B.Jun and J.Meng[1].Y.B.Jun,J. Meng and E.H. 
Roh[2] 相继 研究 了 它 的 性 质 . 


定义 3.6.1 BCI- 代 数 关 的 一 个 理想 了 叫做 强 的 ,如 果 a € X 
一 T 和 x € 998 z xa € X — І. 


引 理 3. 6. 1(5. M. Hong, Y. B. Jun and J. Meng[1]) BCI- 代 
数 X 的 每 个 强 理想 是 一 个 p- 理想 . 
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证 明 设 I 是 X 的 一 个 强 理想 且 x € ВОХ). 我 们 来 证 x € 
I. uk. 如 果 z eI Wc € XX 一 了 ,注意 0€7, 由 强 理想 的 定 
义 知 0xxEX 一 I 但 是 x € B(X) 蕴涵 0xz 二 0€ 1,F 8. Bi 
以 xz € 了 1. 于 是 我 们 证 明了 BC(X) 导 了 .由 定理 3.5.2,1 是 一 个 p- 理 
想 . п 


这 个 引 理 的 逆 不 成 立 . 

例 3.6.1 X= {2:n € N), 二 是 通常 的 除法 , 则 (X; +, 
D 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 ,T= {1,2,2:,…,2",…} E X HF 
p- 理想 ,但 不 是 强 理想 ,因为 2 EXIM + 21 = 26 I. 

值得 注意 的 是 ,在 这 个 例子 中 ,了 不 是 闭 理 想 . 


引 理 3. 6. 2(S. A. Bhatti[3]) BCI- 代数 和 的 每 个 强 理想 是 
闭 的 . 

证 明 设 I 是 基 的 一 个 强 理 想 . 由 引 理 3. 6.1,1 是 一 个 p- 理 
想 . 对 任意 x € X — I HE X 3.6.1,0x z € X — І, НЕЯ 
3. 5. 12,1 是 闭 的 . L1 


自然 人 们 会 问 , 闭 的 p- 理想 是 强 理 想 吗 ?S. М. Hong, Y. B. 
Jun and J. Meng[1] 给 出 了 肯定 的 回答 . 


引 理 3. 6.3 每 个 闭 的 p- 理想 是 一 个 强 理想 . 


WEA RIX MTA PBR. Re ET 和 a € X — 
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了 我们 需 证 明 xzxa € XX 一 .用 反 证 法 ,如 果 xxa E171, 因为 1 是 
闭 的 ,所 以 0xa = (хжа) жх 了 7, 另 一 方面 ,因为 1 是 一 个 强 理 
想 ,0 C I 和 a EXI MZA Oxa & Г, FA — F RHR, 
由 于 假设 了 xxa€T. 所 以 zxa€ 义 一 了 .这 就 证 明了 了 I 是 一 个 强 
理想 . | О 


定理 3. 6. 4(5. M. Hong, Y. B. Jun and J. Meng[1]) BCI- 4€ 
数 X 的 一 个 理想 了 工 是 强 的 当 上 县 仅 当 了 是 和 HT р- 理想 . 
O 
我 们 有 下 述 推论 . 


推论 3.6.5 设 X 是 一 个 周期 BCI- 代数 , 则 的 理想 1 是 强 
的 当 且 仅 当 了 是 一 个 p- 理想 . 


证 明 ”因为 周期 BCI 代数 的 每 个 理想 是 闭 的 . [] 


推论 3.6. 6(S. A. Bhatti[ 3). p- 半 单 BCI- 代数 的 一 个 理想 
了 是 强 的 当 且 仅 当 了 是 闭 的 . 


证 明 ”因为 由 定理 3. 5.2 SI p- SES BCI 代数 的 每 个 理想 是 
p- 理想 . Г] 


推论 3. 6.7 BCI- 代数 的 一 个 闭 理 想 T RMS H M a 
EX 一 1 蕴涵 0xa € X—I. 
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证 明 ”由 定理 3.6.4 和 3.5.12 得 必要 性 . 
充分 性 ” 设 闭 理想 1 满足 a E XX 一 1 蕴涵 0xa EX 一 IT. 仅 
需 证 明 是 一 个 p- 理想 . 对 任 一 xz € BOO ,我 们 断言 + € L 事实 
上 ,如 果 z 和 了 , 则 xz € X — 1. BRRR O x z € X — І.Н 
0xz 二 0€1, 艺 盾 . 这 就 证 明了 xz € BCX) Bim x CT, BY BCX) 
CI. 所 以 I 是 一 个 p- 理想 . 由 定理 3.6. 4,1 是 一 个 强 理想 D) 


定理 3. 6. 8(J.Meng,Y.B.Jun and E.H. Roh[2) 设 I 是 
BCI- 43 X 89—^r p- 8538. 则 7 是 强 的 当 且 仅 当 L(1) 是 L(X) 的 
一 个 强 理 想 . 


证 明 ”必要 性 ” 设 I 是 匀 的 一 个 强 理想 . 则 I 是 XX 的 一 个 
闭 的 p- 理想 . 由 定理 3. 5.13, LOD Æ LA) 的 一 个 闭 理 想 . 由 于 
LOO 是 一 个 p- 半 单 BCI- ARR, HE 3. 6. 61107) LOXO 的 
一 个 强 理 想 . | 

RAE TEL) ТСХ) O-PS MLL) H 
一 个 闭 理想 . 由 定理 3.2. 4,1 Х f A. 由 定理 3. 6. 4 
是 XX 的 一 个 强 理想 . L] 


对 于 一 个 BCI- 代数 XX, 存在 几 个 重要 的 子 代 数 ,如 BCK- 部 分 
BCX) 是 XX 的 最 大 BCK- 子 代数 ;周期 部 分 POO Æ X 的 最 大 优 
BCI- 子 代数 ;pp- 半 单 部 分 L(X) Æ X HRK p 半 单 子 代数 . ЖИП 
知道 BOO fü P OO J£ X Bg S. (E LOO 一 般 不 是 XX 的 理想 ， 
在 什么 条 件 下 L(X) 是 XX 的 一 个 理想 ?这 是 一 个 重要 问题 ,后 面 将 
详细 讨论 . 

Y. B. Jun and E. H. Roh[2] 引 入 了 BCI- 代 数 的 G 部 分 这 一 重 
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定义 3.6.2 设 XX 是 一 个 BCI- 代 数 .对 于 XX 的 非 空 子 集 5S, 定 
X GCS) = (z € S,0*zx = х). RCR E X WG 部 分 . 


注意 到 0x*z EL(X), 所 以 G(X) С LOO). 
本 节 仅 讨论 G(X) 与 强 理想 有 关 的 问题 ,其 它 问题 放 在 后 面 . 


定理 3.6.9 设立 是 一 个 p- 半 单 的 BCI- RRM G(X) EX 
的 一 个 闭 理想 ， 


证 明 ”因为 0*0 王 0, 所 以 0ECGGCX). 若 zxyEGGCX) A 
y € G(X), W 0 x (z * y) = z * y #ll 0 * y = у. TX 
Z*y=0x*x(m=*y) = (Ож х) + (Oxy) = (O*z)=*y. 
由 定理 1. 6. 3016), = 0 * х, z € G(X). FUG) BX HW 
个 理想 . 
为 了 证 明 G(X) 是 闭 的 , 仅 需 注意 zE G(X) Bh z = 0 * x, 
因而 0xzx € G(X). 口 


定理 3. 6. 10(Y. B. Jun,J. Meng and E.H.Roh[21) É X E 
一 个 BCI- 代数 . Wl GC 是 六 的 一 个 强 理 想 当 且 仅 当 鲜 是 p- É 
单 的 . 


证 明 GX) 是 X 的 一 个 强 理想 ,由 定理 3. 6. 4 和 定理 
3.5.2, 
BCX) C GOX) & LX). 
于 是 
BCX) = BOO ñ LOO) = {0}. 
BRA X Ж p- 半 单 的 . 
JB He ХЕ p- 半 单 BCT- 代数 . 由 定理 3. 6. 9,С0Х) 
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是 XX 的 一 个 闭 理 想 . 因此 G(X) 是 XX 的 一 个 闭 p- 理想 . 由 定理 
3.6.4,G(X) 是 及 的 一 个 强 理想 . 口 


D. J. Meng[1] 引入 了 正则 理想 的 概念 . 实际 上 ,正则 理想 和 
强 理想 是 等 价 的 . 


定义 3.6.3(D.J. Meng[1]) BCI- 代数 义 的 一 个 理想 TI 是正 
则 的 ,如 果 工 x y € 1,х € I By € I. 


定理 3.6. 110. Meng, Y. B. Jun and X. L. Xin[1]) BCI- 4Ẹ 
£ X 的 理想 I 是 强 的 当 且 仅 当 1 是 正则 的 . 


WEB] ” 设 理 想 了 是 强 的 . 由 引 理 3. 6.2,7 是 闭 的 . ШЖ z y 
€ Ifüx € I, WJ 0 * y 一 (xxy)*xxzxE€ 了 7. 再 次 利用 了 是 闭 的 得 
0*(0xy)€ I. 由 于 y 和 0x(0xy) 属于 同一 个 分 支 ,所 以 
y*[0*(0x50] € BOO. 由 引 理 3.6. 1 知 强 理想 7 是 一 个 p- 理 
想 . 利用 定理 3.5.2 得 B(X) 忆 1, 于 是 yx [0x (0xy)] ET. 结 合 
0x (0+) € 1 f& y € I. BrEJ I EMH. 

相反 地 , 设 工 是 一 个 正则 理想 . 首先 证 明了 是 闭 的 . 事实 上 , 若 
>yE7T, 则 0x*(0x*y) 委 > 列 涵 0x* (Ox y) E7. 注 意 到 0E7, 我 们 
A Oxy El. BE 1 BAM. iz € BCX), 则 0x*z 一 0E7 由 于 
了 是 正则 的 ,我们 有 xz € TA BOX) S I. 由 定理 3.5.2 知 I 是 
一 个 闭 的 p- 理想 ,所 以 了 是 一 个 强 理想 ， 口 


结合 定理 3. 6. 4, 我 们 证 明了 :在 BCL 代数 中 , 强 理 想 , 闭 的 
p- 理想 ,正则 理想 这 三 个 概念 是 重合 的 . 
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3.7 (х )- 理想 


受到 强 理想 思想 的 启发 ,E.H,Roh,Y.B.Jun апа S. М. 
Wei[1] 引入 了 (x )- 理想 的 概念 . 


定义 3.7.1 iT BCI 代数 芳 的 一 个 理想 .了 叫做 六 的 一 
(x) z=“C€ I]#la € X І z *a € 1. 


不 难看 出 ,BCK- 代数 的 每 个 理想 是 一 个 (x )- 理想 , 但 是 在 
一 个 真 BCI- 代数 中 ,理想 {0} 不 是 (x )- 388. 


fi 10H. A. S. Abujabal and J. Meng[1 J) wX = {0,1,2,3, 
4,5), * 运算 由 下 表 定 义 


xlo 1 2 3 4 5 
olo o 0 0 4 4 
ilı 0 0 0 4 4 
212 1 0 0 4 4 
3|3 3 3 0 5 4 
4/4 4 4 4 0 0 
5|5 5 5 4 3 0 


WX; x ,0) 是 一 个 BCL 代数 ,了 = {0,1,2,4) EX Bj— 4" ( x )- 
理想 ,但 是 1 生 B(X) BCX) CI, AW BCX) = {0,1,2,3}. I E 
BCX) 表明 了 不 是 正 理想 ,B(X) 生 了 7 表明 了 不 是 一 个 p- 理想 . 


定理 3.7.1(A.S.Abujabal and J.Meng[1]) 设 I 是 BCI- 代 


* 162 e BCI-1C ASNE 


数 XX 的 一 个 理想 . OR LOX) 三 7 则 了 是 一 个 (* )- 理想 . 


证 明 取 zE7T 和 ?EX 一 荆 因 为 yx*ay Є BX), HY 
Zx(yxay) <2, Aili z* (ужа) € I. AF 
C(x * y) #а,) * (Tx Cy *a,)) 
= (Ca (тж (y * a,))) * y) * a, 
< (Cy * ay) жу) жау 
= (0*a,) *a, € L(X), 
因此 
((Zxy)xay)x(x(yxay)) € I. 
注意 zx (ужа,) € L,f8(x* y) жа, € I Ava, € LOO СІ, 
以 zx y € 了 7. 这 表明 了 是 一 个 (x )- 理想 . 口 


该 定理 的 道 不 成 立 , 


例 3.7.2(A.S, Abujabal and J. Meng[1 D) X = (2*:x Є 
Z), + 是 通常 的 除法 , 则 XX; 二 ,1) 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 ,T = 
(1,2,25,--) fé X FJ — PEL. 因为 对 自然 数 mw 和 ,2 "€ X— T, 
1—2"7€If$i27—27"7—2""€ I, ГЕ X 8$— 7 )- 
理想 ,但 L(X) SC I, УХ = LX). 


在 这 个 例子 中 工 不 是 闭 的 . Ж1П BR — B): Ж ИН 
想 ,定理 3.7.1 的 道成 立 吗 ? 回 答 是 肯定 的 ， 


定理 3.7.2(A.S. Abujabal and J.Meng[1]) 设 了 是 BCI- 代 
3 X 89—T HIC )- BAB M LOO 三 了 
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ІХ) {На & I. Fa € LX), PU 0*(0+а) = a. 因为 1 是 一 

个 Cx )- 理想 ,由 定义 3.7.1 中 条 件 (* (80 a € I. BT I BR 

的 ,所 以 a 二 0x (0*a) € 了 .这 矛盾 于 a & I. IE] LOO CC I. 
口 


作为 上 述 两 个 定理 的 直接 结果 ,我 们 有 


推论 3.7.3 设 7 是 和 的 一 个 闭 理想 , 则 了 是 一 个 (* )- 理想 
"BASS LOOCI | " 


我 们 知道 ,周期 BCL 代数 的 每 个 理想 是 闭 的 . BRA 


推论 3.7.4 设 习 是 一 个 周期 BCI- 代数 ,特别 地 ,是 一 个 有 
ER BCI- 代数 . W X 59 3838 1 J& —]- C )- 理想 当 且 仅 当 工 (X) I. 
g 


现在 我 们 给 出 (* )- 理想 较 简单 的 判别 法 . 


定理 3.7.5(H. A. 5. Abujabal and J.Meng(1D i27 Æ 
BCI- 代数 和 的 一 个 理想 . 则 了 是 一 个 (* )- 理 想 当 且 仅 当 a € X — 
І 0 xa € I. 


证 明 ”必要 性 FI. 
充分 性 ”假设 理想 1 满足 ,a € XX 一 1 蕴涵 0xa CE І. ЕЖ 
zeElMyec X—I1AF 
(z*y)*z = (z xz)*y= 0* y € 1, 
所 以 xx*yE 工 这 表明 了 是 一 个 (* )- 理想 ， 口 
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H 3.7. 6(H. A. S. Abujabaland J. Meng[1D 设 I 是 六 的 
一 个 理想 . 则 工 是 一 个 闭 的 (* )- 理想 当 且 仅 当 对 任意 工 E X, 
Oxx El, 


证 明 ”必要 性 FIL. 

充分 性 ” 当 xEX 一 1T, 则 0xx ET. 由 定理 3.7.5,T 是 一 个 
(x )- ВАН. що € I B| 0 x E71, 这 说 明了 I 是 一 个 闭 理 想 . 所 以 了 
是 一 个 闭 的 (x )- 理想 . 口 


定理 3. 7.7(H. A. S. Abujabal and J.Meng[1]) 设 X 是 一 
个 BCI- 代数 ,T 是 X 的 一 个 非 空子 集 . 则 I 了 是 X 的 一 个 闭 的 (x )- 
理想 当量 仅 当 (1)0 ET 和 (2) 对 任意 zx,y,z € X,rz* y€ If y € 
ІЖ z * x € I. 


证 明 IE X AT * )- ER. Ree y € I#l y 
E 了 ,由 理想 的 定义 知 x € 了 .对 任意 z € X — I, hR) Я 
xxzE€1. 对 任意 zE7, 由 1 是 闭 的 知 zx*zE€17. 所 以 对 任意 zx € 
X,r*z € T BITI W E CO. 显然 1 满足 (1). 

相反 地 , 设 了 满足 (1) 和 (2). 在 (2) PR z = 0, 则 了 满足 条 件 
cxyelMy Cl Mc € L 结合 条 件 (1) 知 7 是 X 的 一 个 理想 . 
在 (2) 中 取 x 二 y= 二 0 得 VY z€ X,0xz € L H3EBE3.7.6 T E 
一 个 闭 的 (* )- 理想 . 口 


FCA]. 表示 X 中 包含 集合 4 的 最 小 闭 的 (* )- 理想 , 则 有 
定理 3.7.8 (A]. = (AU L(X)]. 


证 明 平凡 的 . 口 


第 3 章 ”理想 和 同 余 @ 165 Ж 


下 面 给 出 (x )- 理想 的 扩张 性 质 . 


定理 3.7.9(Y.B.Jun,J. Meng and E.H.Roh[1]) 设 了 是 
BCI- 代数 和 的 一 个 (* )- 理想 ,4 是 和 的 一 个 理想 且 7S А. ША 
也 是 一 个 (x )- 理想 . 


WA &RacX-—A mICAfa€c XX 一 7. 因 为 是 一 
个 (x )- 理 想 ,由 定理 3.7.5 知 0xaE1. 因 JCAh, 所 以 0xa€ A. 
利用 定理 3. 7.5,4 是 一 个 (x )- HERB. 口 


现在 给 出 BCL 代数 关于 (* )- 理想 的 商 代数 . 


定理 3.7.10 设 了 是 BCL 代数 XX 的 一 个 闭 理 想 , 则 XX/I 是 
一 个 BCK- 代数 当 且 仅 当 了 是 X 的 一 个 (x )- 理想 . 


证 明 设 1 是 X 的 一 个 闭 的 (x )- 理想 . 由 定理 3. 7. 5, 对 任 
x€ X8 0xr ЄТ ЕІ = Co, 所 以 C... = C. 由 此 知 
C, * C, = Co, BIC, € B(X/D ХИ = BOC/D. lli X/1 是 一 
+ BCK- 代数 ， 

жеж, Ri X /T & — P BCK- (Ж, ДУ > € X # C, x C, = 
С,, BIC... = С = I, 0xx€ L HEB 3.7. 5,1 &—/4 (x )- 
理想 ， i 口 


3.8 ”正定 关联 理想 


刘 用 麟 和 张小红 [1] 引入 了 正定 关联 理想 , 借 此 给 出 了 正定 
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关联 BCI- 代数 的 理想 刻画 . 


定义 3.8.1 设立 是 一 个 BCI- 代 数 ,T 是 XX 的 一 个 非 空 子 集 ， 
称 IT 是 革 的 一 个 正定 关联 理想 ,如 果 对 任意 的 z,y,z € X, I WE: 

G) 0Є1; 

Gi) (х2) #2) ж (zg xy) € I#l y € I 3888 z x z € I. 


定理 3.8.1 正定 关联 理想 必 是 理想 ,但 其 逆 不 成 立 , 
证 明 ”在 定义 3.8.101) PR z = 0 即 知 正定 关联 理想 是 理 


T. 下 列 说 明 其 道 不 成 立 , s 
3.8.1 ЖХ —'(0,1,2) 328 * 由 下 表 给 出 

1 

0 

0 


0 

1 

2 

ПХ; + ,0) 是 一 个 BCI- 代数 , 零 理 想 {0} 不 是 正定 关联 的 ,因为 
((2xl)xl)x(Oxl) = (1*1)+0 =0,0Є {0}. 

{2 2*1=1€ {0}. О 


定理 3.8.2 WI BCL 代数 和 的 一 个 理想 , 则 下 列 条 件 等 


G) 了 是 正定 关联 的 ; 
Gi) (cxz)*z)*(yxz) C ГЇ (с+у) * z € I, 
(ш) (х*у) жу) ж Oxy) € [3888 zx y € I, 
Gv) (zx (хжу)) x (y * zx) € I Ziff 

z * (z x (уж (y * z))) € I. 
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证 明 (0-00) AY 
([(z=*wy)*z]* zx) ж (Oxz) 
= {[Czxy)xz]xy}x ((y * y) ж z) 
= ([Cz xx) #2] жу) є ((y * z) ж y) 
< ((z*x)*zx)* (ужа), 
所 以 当 ((x x z) x z) # (y x z) CIN RA 
{Lerx y) *z]*z) ж (0 * z) € I. 
结合 0 € 1, (z жу) * x € 1. Gi) 成 立 . 
aD 在 Gi) PS y = 0, 即 得 (iii). 
Gi)—(v) 假设 (cx (z * у)) ж Gy * z) ET. 因为 
{Ly * (y * 30] * (y * z)) ж (z * y) 
< [z x (y * z) ] * (z * y) 
= [zx (z< x y) ]* (y x z) € I, 
我 们 有 {[y ж (уж х) ж (yx z)) * (z * y) € 了 7 注意 到 
{у + [z * (уж (y * 02D x [yx (z * y)] 
< (z * y) ж (z x [уж (y * z) ]) 
< [уж (ужа) ]*у= 0% (yx x), 


便 得 
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(уж [z w (y* (уж z))])) x [0 x (ужа) ] S y * (z x y). 


为 了 清楚 , 记 s = ужх, t= ж (ужу), 上述 不 等 式 即 为 
(y * t) * (0 * s) < уж (z x y). 

此 式 同 右 * Fes 两 次 得 

{L(y xt) ж5] ж5) ж (0 * s) 
< [Gy * s) * s] x (z * y) 

= ([уж (yx z) ]* (y * z)) # (z * y) € I. 

所 以 : 
(ГО xt) #5] 65} ж (0ж5) € I. 

由 Gii) { (у +) #5 Є IL. 50кг = 0 #l 
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[Ce wt) xt]* (Ож 2) 
= (m * t) xt 
= (кж) x [z * (y x s)] 
< (yes) xt € I, 
因此 [Cxxzt)xzt]x (0+) € L hdi) { >= t € Г, В 
хж (z=* [уж (yw x)]) € I. 
Gv) 成 立 . 
Gv)>G) ” 设 [(zxy)*xyjx Oxy ET 因为 
{Cx x y) x [Crx y) * z]) * [z x (z x y) ] 
= ([=* (z x (z x y))] * y) x [(z x y) #2] 
= [G *yx)*y]* (Oxy), 
所 以 
{(zxy)x[zxy)xzl)x[zxCzxy)] € I. 
H Gv) 得 
тжу = (z*y)* ((zx y) x [r x (mx (z x y))]) € I. 
这 就 证 明了 了 是 正定 关联 的 . G) 成 立 . oO 


定理 3.8.3 设 了 是 X 的 一 个 正 关联 理想 ,4 是 XX 的 任 一 理 
想 ,满足 ZE 4, 则 4 是 正定 关联 的 . 


证 明 Ku —[(zxy)* y]* Oxy € А, 
([Gx ux y] * y) * (0 * y) 
= ([(z xy) *y]* (0*у)) жи € I. 
由 定理 3.8.2(iD 得 (zx xu) xy € I, JA (z x y) xu € ICA 
合 xE А zx y Є A. MUA 是 正定 关联 理想 . Г] 


推论 3. 8.4 BCI (UR X БТА ЖШ ТЕ ES AS 
零 理 想 {0} 是 正定 关联 的 . 
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下 述 定理 给 出 了 正定 关联 BCI- 代数 的 理想 特征 . 


定理 3.8.5 BCI- 代数 入 是 正定 关联 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 理 
想 是 正定 关联 的 ， 


证 明 ХЕ RR BCI- 代数 ,由 推论 2.7.8 Ж 
Z * y = ((Z * y) * y * (0 * y). 
MRI X AETHER, BREA 
(Сх* у) жу) ж (Oxy) € I 
蕴涵 zx y € 了, 即 了 是 正定 关联 的 ， 
相反 地 , 设 XX 的 每 个 理想 是 正定 关联 的 , 则 {0} 是 正定 关联 
的 . 对 任意 z,y € 和 ,因为 
([(z x (GG x y) x уж (O x y))) x y]* y) * (0 * y) 
= ([(z xy) xy]* (0xy)) x {Crx у) x y]* (0 x y)) 
= 0€ {0}, 
由 定理 3. 8. 2 Gi) 得 
(z*[((z*y)*y)* COx 5]) « » € (0), 
Вр 
(xx у) ж ([(z *y) *y]* (0*у)) = 0, 
хжу< [Ce x y) жу] ж (0 x y). 
相反 的 不 等 式 是 显然 的 ,所 以 
х*»у=[(х#у)+у]+# (0+ у), 
由 推论 2.7.8,X 是 一 个 正定 关联 理想 . D) 


推论 3.8.6 BCI 代数 和 中 下 列 条 件 等 价 ， 
(D X 是 一 个 正定 关联 BCI- 代数 
GD X 的 每 个 理想 是 正定 关联 的 ; 
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ап) 零 理 想 是 正定 关联 的 . 


E 3.8.7 iI BCL 代数 和 的 一 个 理想 , 则 了 是 正定 关 
联 的 当 且 仅 当 (和 /Ti * Co) 是 一 个 正定 关联 BCI- 代数 . 


证 明 Ж Х/Т 是 正定 关联 BCI- 代数 ,由 推论 2.7.8 n 
[ (С, * C) * C,] * (O, * C,) = С, *С,, 
Ceres yer» = Cony 
因此 
(z*wy)* ([(z xy) жу] * (0 * y)) € I. 
MELC < y) < y]* (Oxy) ET, 由 理想 性 质 得 zx*yE I. BEAT 
是 正定 关联 理想 . 这 就 证 明了 “ 当 ” 部 分 . 
假设 了 是 正定 关联 理想 ,为 了 证 明 X/ 是 正定 关联 BC- 代 
数 . 任 取 C.,C，E ХЛ. 如 果 
[(C, xC,) * C,]* (C, CD Є {Co}, 
则 Crazy жу)» сну) = Co. 由 此 得 . 
[Ge xy) x y] * (z x y) € I, 
Ox ([(z xy) * y] * Oxy} € T. 
ERS 2 式 即 为 : 
(0x х) ж (0 * у) ] ж (Ox D) + [0* (0 x 50] € I. 
利用 工 的 正定 关联 性 得 ， 
(z*y)*0=— z*y €I, 
Ox (r* y) = (0x z) * (O * y) € I. 
所 以 zx y ~ 0, С, *C,=C,.,=C,6€ {Co}). 以 上 证 明了 X/I 的 
零 理 想 {Co} 是 正定 关联 的 , 因此 Х/1 是 正定 关联 BCL ARM D 


定理 3.8.8 对 任何 BCI- 代数 ,B(X) 是 一 个 正定 关联 理想 . 
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证 明 因为 X/B(X) 是 一 个 p- 3E ВСІ 代数 , 由 定理 
2.7.1, 它 的 每 个 理想 是 正定 关联 的 . 所 以 BOX) 是 正定 关联 理想 . 
| 口 

由 这 个 定理 和 定理 3. 5. 2 得 


推论 3. 8. 9 每 个 p- 理想 是 正定 关联 的 . 口 
3.9 可 换 理想 


J. Meng[6 ] 引入 了 可 换 理想 以 刻画 可 换 BCI- К. 本 节 介绍 
这 篇 文章 的 主要 结果 . 


定义 3.9.1 BCL 代数 六 的 一 个 非 空 子 集 了 叫做 一 个 可 换 理 
想 ,如 果 它 满足 (0 € ТЯ О (тку) ж: € I #l е € I Йй 
xk (yx (y x x)» * (Ox (Ox (z * y)))) € I. 

显然 ,p- k BCL 代数 的 每 个 理想 是 一 个 可 换 理 想 . 

定理 3.9.1 可 换 理 想必 是 一 个 理想 . 

WA 设 了 7 是 和 的 一 个 可 换 理想 . 若 zx*zE7T 和 >zE7Z 则 
(z*0)*x € I#ü z ET. 由 Qi) 得 

z = тж ((0 x (0 * z)) ж (Ox (Ox (z * 0222) € I, 


所 以 7 是 和 的 一 个 理想 , [] 


例 3.9.1 WX = (0,1,2,3,4) ,运算 * 由 下 表 给 出 
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x 0 1 2 3 4 
0 0 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 0 
2 2 2 0 0 0 
3 3 3 3 0 0 
4 4 4 4 3 0 
则 (X; x ,0) 是 一 个 BCL Ж, (0,1) Ж X fJ — S AE FH 


的 . 


定理 3. 9.2 ”一 个 理想 了 是 可 换 的 当 且 仅 当 它 满足 :zcx* vel 
BWA хх (Cyx (yxz))x(Ox (0 x (хжу)))) € I. 


证 明 ЛВ. ' [] 


定理 3.9.3 —1Й BEES I E P| 18 н H IV HE 
G) х*уЄєІ Ж z * (y x (yer) € I. 


证 明 ”为 了 简单 , 记 x = 0 ж r= GUY ve ARX" — au. 
设 I 是 一 个 闭 理 想 且 x x*yE7, 则 0x (z WEL. НЕХ 3.9.291 
ce y € Іі 

Z * ((y * (y * z)) * (0 * (0 * (z * y)))) € I. 
因为 
{xx Гуж (уж2) 1) ж (z * [Cy * Gy 300 ж (z * y)”J) 

< (Ly * (y* z)]* CG x y)”; ж Гуж (y * z)] 

= (z * y)” 

= 0* (z * y) € I, 
所 以 由 定理 1.6.1 知 xx (ух (y * z)) € I. 

相反 地 , 设 闭 理想 了 满足 Gi) Hox y € I BU 
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z * (уж (ужх)) € 1. 
注意 (zx y)” € I H 
(z x (Cy * (y * z)) * (z x y)”) ж (xz x (уж (y *x))) 

< [уж (ужа) ]* (Ly * Qy * z) ] * (z * 55 

< x" = 0x (0* xy), 
由 定理 1. 6. 1 知 

хк ((уж (y x z)) * (Ox (Ож (z * y)))) € I. 

因此 了 是 可 换 的 . C] 


定理 3.9.4 设 7 和 4 是 BCI 代数 和 的 两 个 理想 且 了 TS A. 
如 果 A 是 闭 的 且 了 是 可 换 的 , 则 A 亦 是 可 换 的 . 


证 明 设 zx*yE4. 为 了 简单 记 xz = тж у, ШожиЄ А. Ё 
意 (zxu)xy 二 0 E171, 由 定理 3.9.2 知 
(z x u) * (уж (уж (z x u))) 
= (хжи) x ([y x (yx (z xu)) ] * (Cr x u) * y)”) 
Є І, . 
这 里 
((z#*u)*y)”= 0* (0 *[(z *u) xy]. 
HICA, RITEC su) * (уж (уж (z xu))) Є AB 
(хє (y * (yx (z *u)))) xu € A. 
结合 u Є A 得 zx (уж (yx Gr xu))) € 4. 因为 
(xx [yx (уж х)]) * (z * Гуж (уж (z 00 ]D 
< (уж [уж ° xu) ])) * [y * Qy w z) ] 
< (y * z) * (уж (z * u)) 
< (z*u)* = 
= 0x*x € А, 
由 定理 1.6.1 得 zx (y x (y « 3D € 4. 因 此 4 是 可 换 的 ， 口 
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现在 给 出 可 换 BCL 代数 的 理想 刻画 . 


5038 3.9.5 设 X 是 一 个 BCLI 代数 , 则 下 列 命题 等 价 : 
G) XX 是 可 换 的 . 

Gi XX 的 每 个 闭 理想 是 可 换 的 ， 

Gü) 75 (0) 是 可 换 的 . 


证 明 со») 设 久 是 可 换 的 ,IT 是 XX 的 一 个 闭 理 想 .如果 
xxyE€1 则 0x (zxy) € I. EJ 2.4.1078 
(Tx (уж Cy * z))) ж Gy) 
= (< x (z * y)) ж (уж (y * z)) 
= (уж [уж (хє (z * y)) ]) * (y x (y x z)) 
< (y * x) ж (y * [z * (z y) ]) 
< (z * (z * y)) #2 
= 0* (z * y) € I, 
于 是 zx (yx (yx z)) € 了 7. 利用 定理 3. 9. 3, 了 是 一 个 可 换 理想 , 
Gi)>Gii) 由 (0) 是 一 个 闭 理想 直接 可 得 . 
GDS) 设 z 委 y, 即 zx*y= 一 0E (0). 因 为 (0) 是 一 个 闭 
理想 ,由 定理 3. 9. 3 得 
Tx (yx(yxZ))E {0}, 
即 
хж (уж (y x z2)) = 0. 
结合 BCI-28 z = уж Qa) URSI X жт. LJ 


EH 3.9.6 设 1 是 一 个 闭 理 想 , 则 了 7 是 可 换 的 当 且 仅 当 
(X/T; * ,D 是 一 个 可 换 BCL 代数 ， 
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证 明 БЕИ. ШС, * C, = C, = I, WJ 
z*y € I HER 3.9. 3,2 є (yx (y z)) € 了 7. 因此 

C, * (C, * (C, * C,)) = С,, ye gen 

= C, 

这 就 是 说 X/I 是 一 个 可 换 BCI- 代数 ， 

жЕ, Х/Т, < ,7) 是 一 个 可 换 BCI- КЖ, ДКС, ХИ 
的 一 个 闭 的 可 换 理 想 , ШЖ х + y € Т, 

C,*C,—C,,—I-—C,€ (C, 
于 是 
С, osos» = C, * (C, * (C, * C,)) € (Со), 

В z x (yx (y*x)) € С, = L. НЕ 3.9.3,7 是 可 换 的 . [Г] 


引 理 3.9.7 eX; ,0 和 (Xi *,,0)0 Æ BCI- 代数 ,f;X 
— X, 是 一 个 同 态 映 射 . 则 Ker CO E: X np — t BIER. 


证 明 — Ker CO 是 XX 的 理想 的 证 明 容 易 的 , 故 略 . 仅 需 证 明 
Ker C ЕЈ. К х € Ker CO, WJ f(z) = 01. 因为 f(0x z) = 
ҒО) * f(z) = 0, * 0, = 0,, 所 以 0xx € Ker(f). 这 就 说 明 
Ker C) ЕЙ. D) 


推论 3.9.8 UL fX o X Tr WEBS M Ker(/) 是 一 个 
BR EE AR 24 HOS X, 是 一 个 可 换 BCI- 代数 ， 


证 明 ”由 定理 1.6.6, X/Ker C = X, ,然后 利用 定理 3.9.6 
和 引 理 3. 9. 7 即 得 所 需 结 果 . 口 


Ух 176 @BCI- 代 数 引 论 


3.10 ”关联 理想 


遵照 前 两 节 的 思想 ,为 了 用 理想 刻画 关联 BCI- КК, Y.L. 
Liu fft J. Meng[1] 在 BCL 代数 中 引入 了 关联 理想 的 概念 ,并 讨论 
TEHER. 本 节 仍 然 采 用 记号 x = 0 * z. 


定义 3.10.1 设 I 是 BCI- 代 数 叉 的 一 个 非 空 子 集 , 则 了 叫做 
X 的 一 个 关联 理想 ,如 果 了 满足 (i)0 € ТИП 
GD ”对 任意 zx,y,z € X, 
(((хж у) жу) * Oxy) ez Cl fiz c ГЇ 
Z * (уж (y * z)) * (Ox (Ox (z x y))))) € I. 


如 果 及 是 一 个 BCK- 代数 , 则 对 任意 x € X ES 0 x x = 0, 所 
以 我 们 有 


定理 3.10.1 设 基 是 一 个 BCK- 代数 ,7 是 式 的 一 个 非 空 子 
集 , 则 工 是 一 个 关联 理想 当 且 仅 当 对 任意 xz,y,z € X RNA 
((z#*y)*y)*< € I#l z € I 35 38 
z * ((y * (yea) € I. 


下 述 结论 是 明显 的 . 


定理 3.10.2 设 1 是 BCI- 代 数 关 的 一 个 理想 , 则 7 了 是 关联 的 
当 且 仅 当 
(G x y) x y) * y' € I Zh 
z * | (уж (yx z)) * (rx y)”] € I. 
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容易 看 出 ,一 个 p- з BCI- 代数 的 任何 理想 总 是 一 个 关联 


例 3.10.1 EX = {0,1,2 ,乘法 表 为 
*|O 1 2 
о|о o 2 
1 1 0 2 
212 2 0 


则 了 = (0,1) Æ BCIL 代数 (X;* ,0) 的 一 个 关联 理想 . 


下 面 我 们 讨论 关联 理想 同 其 它 理想 的 关系 . 


定理 3. 10.3 


任 一 个 关联 理想 都 是 理想 ,但 其 逆 不 成 立 . 


WEB] 设 1 是 一 个 关联 理想 ,在 定义 3.10.1(ii) HO y = 0 得 


rxz € I#I EIAM z € 了 .所 以 I 是 XX 的 一 个 理想 . 


下 例 表 明 其 逆 不 成 立 . 
例 3.10.2 X = (0,1,2,3), * 表 为 
x 0 
0 | 0 
1 |1 
2 | 2 
3 | 3 


won Ф oje 


wo o O/% 


© G 00 Wl] Ww 


ДХ, * ,0) 是 一 个 BCL 代数 ,7 = (0) BX 的 一 个 理想 ,但 不 是 


关联 的 ,因为 (C1 * 2) x*2) x (0 x 2) 一 0 但 是 
1 * ((2 * (2 x 1)) ж (1 * 2) 
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=1* ((2*2)*0) = 150. g 
定理 3.10.4 ” 任 一 关联 理想 是 正定 关联 的 ,但 其 逆 不 成 立 . 


WB ИГХ ЭСН Н. 由 定理 3. 10. 3 知 ,7 是 一 个 
理想 . 为 证 了 是 正定 关联 的 ,由 定理 3. 8. 2GiD , 仅 需 证 明 
[(х*»у)+у]+ (Oxy) CIRM z x y € I. 
现在 假设 [Cx x у) x y] x Oxy) € I. 由 定理 3.10.2, 
Tx ([y* (yx z)]* (z у)” € I. 
因为 
(xx у) * (z * [(уж (y * z)) + (x ж у)"])} 
< (Ly * Gye a] * (z * y)”) * y 
= [Ox (y* z) ] * (z * y)” 
< [0 * (z x y) ] x (y * z) 
= 0, 
所 以 z* y € IL 这 就 证 明了 ,1 是 正定 关联 的 . 
在 例 3.10.2 中 , 零 理想 {0} 是 一 个 正定 关联 理想 ,但 不 是 关联 
的 . CJ 


EH 3.10.5 (Е-Е (АЯ АЗУ. 


证 明 ”假设 1 是 X 的 一 个 关联 理想 , 昌 z< y € L 由 于 
(Сс жу) жу] * y) ж (хжу) = ужу = 0, 
[С x у) жу] * (0 * у) € I 利用 定理 3. 10.4, 我 们 有 
х ж ([уж (ужх) 1+ [0 * (Ox (z * y))]) € I. 
这 就 证 明了 了 是 可 换 的 . 
定理 的 后 半 部 分 由 下 例 说 明 . 
例 3.10.3 X = {0,1,2,3,4), * RH 
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RICX; * ,0) 是 一 个 BCI- ft, (0) 可 换 理想 ,但 不 是 关联 的 . 事实 
+, 
[(2*1)*1]* (0x1)= 0€ (0), 
但 是 
2*([(1* (1*2)]* (2*1)"]} = 2* ([1 x (0 *1)J) 
=2*1 
= 1 & (0). . Li 


定理 3. 10.6 BCI 代数 XX 的 一 个 理想 I 是 关联 的 当 且 仅 当 I 
既是 正定 关联 的 也 是 可 换 的 . 


WEB] “ 仅 当 ”部 分 由 定理 3. 10.4 和 3. 10. 5 可 得 . 

“ 当 ” 部 分 . 设 工 既是 一 个 正定 关联 理想 又 是 一 个 可 换 理想 . 如 
果 

(ra*eyey)*® Oxy € I, 
由 定理 3.8.2Gi) 8 z< y CLAW] ARB, НТ 
xx ([y* (y*z)]=* [0 * (0 * (z * y))]) € I. 

这 表明 7 是 一 个 关联 理想 . 

在 进一步 讨论 之 前 ,我 们 指出 在 BCL 代数 中 有 下 列 恒等式 ， 

(1) (zx[LCyx(yxZ))x<(zxy) = (ry)’; 

(2) ([Gx3x*y])x* y] = (z* y); 

(3) {zx[Cyx G * x0) * (z w у)" 
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= ([(хж у) жу]жу). 
注意 到 由 (1) 和 (2) 知道 (3) 成 立 ,我 们 仅 给 出 (1) 和 (2) 的 证 
明 如 下 ， 
{х ж [Cyx Qux z)) ж (z w yh}! 
= z! ж {[у x Cy’ x z!) ] * (z x y)” 
= гж (z ж (z * y)') 
= (хж у); 
(Ссс жу) x y] * y' y 
= [G= x y)' * y' ] * y” 
= D” * (z x y) ] жу 
= [у * (z * y) ] * y 
= xy). 
现在 我 们 给 出 闭 理想 是 关联 的 一 个 充 要 条 件 . 


Æ 3.10.7 设 I 是 BCI- 代数 开 的 一 个 闭 理 想 , 则 了 是 关联 
的 当 且 仅 当 了 工 满足 :V ryz € X 
G) [(z*y)*y]% (0*y) € I BM z w [y * (y x z) El. 


证 明 ”假设 I 是 关联 的 , 且 [(z x y) * y] * (0 * y) € I. BE 
理 3. 10. 2 有 
(4) cx ([уж (yx z)]* ew} € I. 
由 工 的 闭 性 我 们 有 0x ([(z у) x у] * (3) € I #J 02) 得 
(5) Ox (zxy) EL. 
因为 
(z * [y * (y * z) ]) * (z * [(y * Qe) x Ge у)”]} 
< (Dy x Gy * z) ] * (z * y)”) [уж Gy * x2] 
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结合 (4) 得 zx* [уж ox z)] E 了 .必要 性 得 证 . 

жЕ, ВИТЕ), НСС x у) * у] + (0+ у) ЄІ. 首先 
利用 了 的 闭 性 和 (2) 得 0x Cr y) € I fll (% x y)” € L. AKAD 
我 们 有 zxLyx gen € I. BRA 

(z * [ (уж (y*z)) ж Cr x y" ж {xx [уж (y* zx) ]} 

< [уж (уят) ) x (Ly * (y * z) ] ж (rxy)") 


< (х» y)” € Т, 
所 以 zx {Ly * (y * z)]* (z * y)” ET 这 就 证 明了 了 是 一 个 关联 
理想 . 充分 性 得 证 . O 
关于 关联 理想 的 分 布 状态 ,我 们 有 


定理 3. 10.8 ”假设 了 是 BCL 代数 XX 的 理想 ,4 是 和 的 一 个 
闭 理想 . 如 果 了 是 关联 的 , 且 7TS 4, 则 A 也 是 关联 的 ， 


WER (ху) *у]* Oxy € A. id 
t= [(хжу) жу]ж* (O5, 
Wl: € 4. 由 于 4 是 闭 的 ,所 以 0xt € A. Z0 
{[Czxt)xylxy}x* (0xy)=0E€EL. 
由 了 的 关联 性 和 定理 3. 10. 2, 我 们 有 
(rxt)* {Cys (yx (z xt))]* (ret ey") € I — A. 
但 是 由 恒等式 (1) A 
0xt 一 0x([CGzxy)xyx(Oxy)} 
= 0x (х*у), 
ож [(хж у) ж] = [0 * (х* у) ] ж (0*#) = 0, 
Ox {0+ [ (сж) ж у]) = 0x (0% [ (сж у) * t]) = 0. 
所 以 
{ax [уж (уж (z xt) |) st 
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= (zxt)x (уж [y * (хж2)]) 
€ A. 
结合 : € 4, 我 们 有 
r*(y*[y*(G»*1)]) € A. 
由 于 
{xx [уж (уж 2) ]) x (z *[y* {yx (z *t))]) 
< (уж [уж (z xt) ] [уж (y * z=)J 
< (y* z) ж [уж (z *t)] 
< (z*t)* < 
—0*£t€ A, 
所 以 zx* [y * Gy *z)J € 4. 这 就 证 明了 A 是 关联 的 . 口 


下 面 我 们 给 出 关联 BCI- 代数 的 理想 特征 . 


定理 3. 10.9 对 任 一 BCI- 代数 和 ,下 述 条 件 等 价 : 
G) ХЭ BCI- 代数 ， 

Gi) XX 的 每 个 闭 理想 是 关联 的 ， 

Gi) X 的 零 理 想 {0} 是 关联 的 . 


证 明 ”假设 X 是 一 个 关联 BCL 代数 ,而 7 是 XX 的 一 个 闭 理 
想 . 由 定理 2. 6. 3,X 既是 正定 关联 的 又 是 可 换 的 . 现在 取 
[Gr у) * y] * Oxy) € I. 
由 工 的 闭 性 得 
0*{[(т»у)+у]+ (0x50) € I. 
利用 推论 2. 7. 9(ii) ,定理 2. 4. 10 和 恒等式 (2) 有 
(z*[y* (уж х) ]) * (G5) * y] CO y)) 
= (x * [уж (y* z)]) ж (z x y) 
= [zx (z x y) ]* [y * (y * z) ] 
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= (y * [уж (тж (z * y))]) x [y x (y * z) ] 

= (уж [уж (yw z)J]) ж (y * [z x (z x y) J) 

= (y * z) * (уж [z x (z x y)]) 

< [z * (z x y)]* z 

= 0 * (z x y) 

= 0* ([(хж у) жу]* (0*y)} €I, 
于 是 zx*[yx*(yx*z)]E 工 这 就 证 明了 了 是 一 个 关联 理想 . 所 以 
G)= Gi). 

Gi)=Gii) 是 平凡 的 ， 

Gi) G) ”假设 XX 的 零 理 想 {0} 是 关联 的 . 由 定理 3. 10. 6， 
(0) 既是 一 个 正定 关联 理想 又 是 一 个 可 换 理 想 . 由 推论 3. 8. 6 和 定 
38 3.9.501) 得 和 既是 一 个 正定 关联 BCI- 代数 又 是 一 个 可 换 
BCI- 43. 利用 定理 2. 6. 3 18 X J& — 1 XX BCI- 代数 . б) 成 立 . 

О 


定理 3.10.10. i I Æ BCI- 43 X B9 Я, ДЭ 
联 的 当 且 仅 当 商 代 数 ( 和 AT; x ,Co) 是 一 个 关联 BCI- 代数 ， 


证 明 ”假设 1 是 X 的 一 个 闭 的 关联 理想 ,如 果 
[CC C) * С] * (C, * C) € {Cy}; 
则 Cres aye (ory = Cy, BẸ 
[G*3)*y]* Oxy) € I. 

由 定理 3.10.7,z x [y * (y * z) ] € I. A 

С, * LC, x (С, + С.)) = Css [yn ed] 

= 1=С„Є {C}, 

这 说 明 商 代数 的 零 理想 {C。} 是 关联 的 . 由 定理 3. 10. 9,(X/1; x , 
Cy) 是 一 个 关联 BCI- 代数 . 

相反 地 ,假设 /1 是 关联 的 . 由 定理 3. 10. 9, 零 理想 {Co} 是 关 
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联 的 . 如 果 [ (x у) жу] ж (0% у) € Т, 
LEC, * C) * C,] * (C; * C) = С,» „уу. conn 
= I = G € {Cy}. 
由 定理 3. 10. 7， 
Сту. ›+ әт = C, * LC, x (C, C] € {Co}. 
所 以 ,zx* [yx (ye )]€ I. H2EBE3.10.7, 4|] HUB TX H— 
个 关联 理想 . Г] 


推论 3.10.11 [Ei X E—4- BCI- 代数 , 则 
BCX) = (x € X:0*2 = 0} 
E X 的 一 个 关联 理想 ， 


证 明 “因为 X/B(X) 是 一 个 p- 半 单 BCL 代数 ,而 p- 半 单 
BCI- 代数 的 每 个 理想 是 关联 的 ,由 定理 3. 10. 10,B(X) 是 一 个 关 
联 理想 . 口 


本 节 最 后 ,我 们 讨论 p- 理想 与 关联 理想 的 关系 . 


定理 3. 10.12 BCI 代数 和 的 每 个 p- 理想 总 是 关联 的 ,但 其 
AR B vr. 


证 明 设 I 是 X 的 任 一 个 p- 理想 .为 了 证 明 1 是 关联 的 , 任 
取 [ (x x y) ку] * (Oxy) € 了 7. 注意 到 
[rxy + у) ж (Oxy S[(z*y)*y]* (0* y), 
我 们 有 
[CCzxy)xy)x(Ooxy)]”E I. 
利用 恒等式 (3) 得 | 
{xx [(y * (y *z)) x (z x у)” J" € I. 
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由 推论 3. 5. 9(ii) ,我 们 知 
Tx ([y* (yxz) jx (z *x y)”, € I. 
这 就 证 明了 了 是 一 个 关联 理想 . П 


3.11 K- 正定 关联 理想 


Æ BCK- 代数 中 ,K. Iséki 引入 了 正定 关联 理想 的 概念 ,C. 5. 
Hoo[5] 将 这 一 概念 移植 到 BCI- 代数 . 为 了 不 致 混淆 ,我 们 称 它 为 
K- 正定 关联 理想 . 


定义 3.11. 1(K. Iséki and S. Tanaka[1]) BCI- 代数 六 的 一 
AEB FBI и Х 的 一 个 人 -正定 关联 理想 ,如 果 (i) 0 € I, 
GD (хжу) кх Є ЇН у+е ЄІ Я ххс+е Є І. 


定理 3.11.1 K- 正定 关联 理想 必 是 理想 ,但 其 逆 不 成 立 . 


证 明 TE BCL (OR X 的 一 个 KK- 正定 关联 理想 . 如 果 
zxyE€1 和 wy EI 则 (zxxy)x0E€1I1 和 yx0E€E1, 由 Gi) 得 x = 
ZX*0 蕊 7. 所 以 I 是 一 个 理想 . 

后 半 部 分 由 下 例 说 明 , 设 = (0,11,0x0 = 1*x1=0,0*1 
三 1x0 二 1, 则 《X;x ,0) 是 一 个 真 BCI- 代数 ,{0} 是 它 的 一 个 理 
想 , 但 不 是 K- IER KKH, А (0ж1) #1 = 1*1 = 06 {0}, 
1*1=0€ {0), 而 0x1= 1 {0}. go 


3.11. 2(H. A. S. Abujabal and J. Meng[1) #ХЖ— 
^ BCI- 代数 ,了 是 美的 一 个 理想 , 则 下 列 命题 等 价 : 
G) 了 是 -正定 关联 的 ; 
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Gi) (z*y)*y € 8808 z x y € 1; 
Gi) (zm *y)*<x € 389802 * z) * (y* z) € I. 


证 明 BWIRECKKH B (zx wp «vel HT yx*yE6€ Т. 
所 以 zx*y E 了 于 是 (ii) 成 立 .这 就 证 明了 (GD) 一 (ii). 

C Gi) MM, Н (z * y) * z € T. Ei (z * z) * (y * z) < z * y 

((Z x z) x (y x z)) x z < (<= x y) * z. | 

Я Cz) ж (уж2)) ez Є I,B](((z * (y*z))*z)*z € I. 
H Gi) 得 

| (r*z)*(yx*z)-—(rx*(yx2z)x»z€ I. 
Gü) 成 立 . 这 就 证 明了 (i)=> (ш). 

W (iii) 成 立 , 且 (zxy)xzEI 和 yx*xz € I A Gi) Al 
(zxz)x (yxz) € I. [ҢҢ exe € I. (1) З. 这 就 证 明了 
Gi G). 口 


这 个 定理 是 J. Meng[8; Theorem2] 在 BCI- 代数 中 的 推广 . 


定理 3. 11.3(H. A, S. Abujabal and J. Meng(1D i X E— 
个 拟 结合 BCI- 代 数 ,A 是 XX 的 一 个 K- 正定 关联 理想 . 则 对 任 一 固 
定 元 素 a € X,A, = (z € X:z=*a € А) 是 包含 4 和 a 的 最 小 理 


证 明 ”因为 是 拟 结合 的 ,由 定理 2.3.1(Gii) WO xa) xa 
= 二 0€4. 而 axa 二 0€ A. 所 以 0xa€ A,Hl O0 € A. A y 
€ A,#lly € 4, 则 (zxy)xaE€A 和 yxa€ A. Tjkzxa € A 
Bl z € 4.. 这 表明 A。 是 X 的 一 个 理想 . 

因为 是 拟 结 合 的 , 则 对 任意 x € A 


(х*а)+а< )r=* (axa) = хж0 = <€ А. 
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由 此 得 (x xa ха € A Ж бака ~ 0 Є A RITA z=*a € А, 8 
= € А.Х НҢ A C A,. BRa € 4.. 因 此 A, ЄВ А Ж а. 

设 了 是 包含 4 和 a 的 任 一 个 理想 . WHER z € AM rra E 
A, ЫИ z*a€ IL. &%ає 1 得 x € I. AWA CI. ARES, 
A, 是 包含 4 a 的 最 小 理想 . N 


定理 3.11. 4(H. A. S. Abujabal and J.Mengl1]) i X Æ 
BCI- 代数 处 的 一 个 理想 . 如 果 对 任意 a € Х,А, E X BJ BAS ДА 
是 KK- 正定 关联 的 . 


证 明 假设 (xxy)xzE4 和 yxzE€ 4, 则 zxy€ А, Жу 
€ 4.. 由 于 4. 是 一 个 理想 ,我们 有 z € 4,, 这 等 价 于 zxzE€ 4. 因 
此 4 是 开 - 正定 关联 的 . 口 


由 上 述 两 个 定理 得 

推论 3. 11. SH. A. S. Abujabal and J. Meng[1]) É X E— 
个 拟 结合 BCI- 代数 ,4 是 和 的 一 个 理想 . 则 4 是 K- 正 定 关联 的 当 
且 仅 当 对 任意 € X, A, E. X J — 4838. 口 

这 是 J. Meng[8;Theorem 4] 的 一 个 推广 . 

定理 3. 11. 6(H. A. S. Abujabal and J.Meng[1]) — UE X E— 
个 拟 结合 BCI- 代数 ,4A 是 站 的 一 个 K- 正 定 关联 理想 , 则 4 是 一 个 
闭 的 (x )- 理想 . 


证 明 ”对 任意 a EX, 由 定理 3.11.3 知 4. 是 和 的 一 个 理想 . 
因为 0€ 4., 所 以 0*aE 4. 由 定理 3.7.6,4 是 一 个 闭 的 (* )- 理 
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下 例 说 明定 理 3. 11. 6 的 道 不 成 立 . 
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$i) 3.11.1 iX = (0,1,2,3,4,5} ,运算 x 由 下 表 定 义 


*|0 l 2 3 4 5 
0/0 0 0 3 3 3 
1/1 0 0 3 3 3 
2/2 2 0 5 5 3 
зз 3 3 0 0 0 
4/4 3 3 1 0 0 
5/5 5 3 2 2 0 


Lj 


ШОХ; x ,0> 是 一 个 拟 结合 BCI- 代数 ,了 = (0,3) 是 一 个 闭 (* )- 
理想 ,但 不 是 KK- 正定 关联 的 .事实 上 ,(4x*3)x*3 一 1x*3 一 3E7 


4+3=1 & 1. 


推论 3. 11.7 设 X 是 一 个 拟 结 合 BCL 代数 ,T 是 X 的 一 个 


K- 正定 关联 理想 , 则 L(X) С I. 


证 明 ”由 定理 3.7.2 和 和 3.11. 6 直接 可 得 . 


Г] 


推论 3.11.8 RX &— TI ВСІ 422.1 E. X 的 一 个 
K- 正定 关联 理想 , 则 (X/T; x ,C,) 是 一 个 正定 关联 BCK- 代数 . 


证 明 ”由 定理 3.7.11 和 3.11.6 知 X/I 是 一 个 BCK- 代数 . 
(RIE CC, * C,) * C, e {Co} 则 Cd 一 Т, И * у) xy € I. 


由 定理 3.11.20 Az y € I. Fz 
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C, * C, = Cany = C, € {Co}. 
这 就 证 明了 {Co。} 是 BCK- 代数 X/I 的 一 个 正定 关联 理想 . H J. 
Meng and Y. B. Jun[ 3] 第 2 SHE 2.7 知 X/I 是 一 个 正定 关联 
BCK- 代数 . : O 


3.12 Nil- 理想 


首先 回顾 两 个 重要 的 记号 . 
对 任意 n € N+ 和 BCI- 代数 和 的 元 素 z. 记号 0x"z 被 归纳 地 
定义 为 : 
0О*1!т= 0% 2, 
Ож 22 = (O0 * rT) * x, 
Ox" lr = (0 * "z) * z, 
而 记号 z" 的 意义 是 
х= х, х? = жж (Ож), +, T 
现在 我 们 记 
N,(X) = {x € X.0**z = 0), 
N,CL(X)) = N,(X) N LOO 
= (a € L(X); |a| Æ k HAR. 


nl = жж (0 x х"). 


引 理 3.12.1 设 和 是 一 个 BCI- 代数 ,n € N+ , 则 对 任意 二 E 
Х,0 x "z = Ож z", 


证 明 BHAS. л = 1 6,0 жс = Ок х = Ож хі. п = А 
时 ,0 жс = 0* zt. НЕЯ 1. 4. 5013) 有 
Ож 15 = (0 x*z) x z 


= (Ож) xz 
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= (0* at) жа, 

= (0% at) * (0 * (0 *a,)) 
= 0 * (a * (0 жа,)) 

= 0 * (a, * (0*at)) 

= 0 ж аё! 

= 0 x t, 


FEL V n € Nt ,0 * "x = 0 * z", "> 


引 理 3. 12.2 对 于 BCI- КЖ X,N,OO0 = (x € X; |z| A 
的 因数 }. 


证 明 2 |= 是 站 的 因数 , 记 |т| = n,m = n|k, j >" € 
B(X). 由 引 理 3. 9.1 知 
Ox'r-—0xz*—o0xa* 
= 0 xa” = 0 x (az)” 
= 0 * 0” = 0 * 0 = 0, 
”所 以 {z € Х;|х| 是 不 的 因数 S N,(X). 
相反 地 , 若 zE № СХ), ок‘ = 0. НЕЗ 3.12.1 910% z^ 
= 0,80 z* € B(X). НЕЯ 1. 5.3 18 n |. РЕ 
МХ) & (x € X. |z| Æ & HAH). 
引 理 得 证 . | Г] 


引 理 3. 12.3  XIff£XE € N'*,BOO ZNK). 
证 明 因为 z Є BX) 当 且 仅 当 |х| = 1,0 1l. П 


W.P.Huang[2] 引入 了 Nil- 理想 的 概念 ,Y. В. Jun[ 1 ], Y. B. 
Jun,J. Meng and E. H. Roh[2], Y. B. Jun and E. H. Roh[ 3,4] 4 
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续 研 究 了 这 类 理想 . 


定义 3.12.1(W.P.Huang[2]) BCI- 代数 和 的 一 个 理想 了 叫 
做 是 一 个 Nil- 理想 ,如 果 VzE7, 存 在 zzEN+ 使 0x*"z 一 0. 


由 引 理 3.12. 1, RINE 


定理 3. 12.4 理想 7 是 一 个 Nil- 理想 当 且 仅 当 它 的 每 个 元 素 


是 有 限 周 期 的 . L] 
推论 3. 12.5  & NI- 理想 是 一 个 闭 理想 . L] 
证 明 ”由 定理 3.12. 4 和 3. 2. 7 直接 可 得 . 口 


引 理 3.12.6 车 x € Ni(X), 则 Vla,) С N.X). A 
N,(X) =U {У(а):а € LOO H |а| 2 Н). 


证 明 ”由 于 zx 和 a 属于 同一 分 支 ,所 以 |z| = lazl. 对 于 任 
By € Via.) {НҢ |у| = |z|, 利 用 引 理 3. 12. 2 得 zE NX) 8 
i$ Va) CNX). 65| 3.12.2, 

Ni(X) =U (V(a):a € LX) H la| BRR). O 


定理 3. 12.7(W.P.Huang[2])  XHMfE€EERCN',N,OOJEX 
的 一 个 Nil- 理想 . 


. 证 明 ”由 定理 3,1.6 和 引 理 3.12.6, 仅 需 证 明和 NCLC(X)) 是 
L(X) 的 一 个 理想 . у, a xb € N, (L(X)) Alb € N,(L(X)). 
则 (ax5b)* = bt = 0. 于 是 
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a = 0 x (0 x a*) 
= 0x (P xa*) 
—0x*(bxa) 
= 0 * (0 x (a xb)» 
= 0x (0 * (a x b)°) 


= (axb) 
= 0, 
Bla € N,CLOOD. BRO € N,CLOOD. Br, NCLOO) JE X ff 
一 个 理想 ， 口 


推论 3. 12.8 N,OO 是 的 一 个 闭 的 p- 理想 ,因此 它 是 一 
个 强 理想 . 


证 明 ”由 定理 3. 12.7, 定 理 3. 5. 2 和 推论 3.12. 3 Я №,(Х) 
是 XX 的 一 个 p- 理想 . 由 引 理 3.12.6 和 定理 3. 5.6,Ni(X) 是 闭 的 
p- 理想 . 由 定理 3. 6. 4,Ni(X) 是 XX 的 一 个 强 理想 . C] 


推论 3.12. 9(Y. B. Jun[ 2D. X/N,OO 是 一 个 p- *k š& BCI- 
代数 . 


证 明 ”这 是 推论 3. 12.8 和 定理 3. 5. 10 的 一 个 直接 结果 . 0 


定理 3.12.10 ЖХ E—4- BCI- RM. WX 的 周期 部 分 
P(X) E X WJ A NIL- 理想 . 


证 明 ”因为 P(X) = ОМ). 口 
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定理 3. 12. 11(Y. B. Jun[2]) iE X MY E BCI- 代数 ,f € 
Hom(X,Y),H k € Nt. Wl 

(1) /(N,(X)) ENeCCX))， 

(2) ”如 果 f 是 1 一 1 的 , 则 fCNi(X)) = Ni(f(X))， 


证 明 (D BrE N,(X),MWJ 0 z = 0. AK 

Ox*f(zx) = fO) ж Сл) = РОО x*z) = fO = 0, 
这 表明 f(x) € Ni(f(x)). 

(2) W/fE1—18,B yE NGK). Шох ‘у= 0 B# 
Жх ЄХ fa) = y. FR 

РОО xz) = fO) xt f(x) = 0 wy = 0. 
H /Ë1-— 109,78 0% tx = 0.8 z € Ne(X). 所 以 
y = f(z) € FIN MX)). DJ 


定理 3.12.12(Y.B.Jun[2]) i8 f € Hom(X). HEX Rk € 
Nt ,N,(X) 关于 f 是 不 变 的 . 


证 明 Re € Ni(X), 则 0x*zx 二 0. 由 此 得 
Ож f(r) = f(0) ж f(z) = /(0**х) = f(0) = 0. 
因此 f(z) € NX). 这 表明 fF (N, (X2) С NX). [] 


定理 3.12. 13CY. B. Jun,J. Meng and E.H. Roh[1 D ЖА 
A В 4} Sl BCI- (08€ X AY dj Nil- Z8, 98] A X B E: X X Y fJ 
Nil- 388. 


证 明 显然 4XB 是 XX XY 的 理想 .¥ (x,y) € 4 XB, 记 
|=] = п, |у| = т Ж k = СМ (п,т), Д 
(0,0) ж, у) = (0 **x,0 **y) 
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= ((0 *"x)', (0 * ”y)°) 
= (0°, 0°) = (0,0), 
JL nt = ms = 上 .所 以 A X B 是 一 个 Nil- 理想 . 口 


对 于 BCI- 代数 X 的 一 个 非 空子 集 S, 记 NAS) = (xz € 5; 
0 *!x = 0). 


引 理 3.12.14 ”对 任意 bE Nt ,N,(X) NS = NiCS)， 


证 明 rz E М,(5), Шок‘ = 0 B z € S X. Br) z € 
N,OO 站 S. 这 就 证 明了 N, (S) N,(X) 站 S. 相 反 的 包含 关系 是 


定理 3. 12. 15(Y. B. Jun,J. Meng and E.H.Roh[1]) WS 
是 BCI- 代数 闻 的 一 个 子 代数 , 则 NCS) d& X 的 一 个 子 代数 . 


证 明 设 x,y E №,(5), Ml х,у € 5,0 ж ‘= = 0x*y= 0. H 
此 zxy€5 且 
Ox (xx y) = (Ox'z) ж (Ox*y) = 0 * 0 = 0. 
所 以 zx y € NACS). Bl N, (S) 是 一 个 子 代 数 . 口 


定理 3.12. 16(Y. B. Jun,J. Meng and E. H. Roh[1Jy ШЖ 
A 是 BCI- 代数 和 的 一 个 理想 , 则 NCA) 是 X 的 一 个 理想 . 


证 明 显然 0E М,(А). хк уєЄ № (А) ЖуЄ NA), N 
х*у,уЄ АН 0* (х#у) = 0 ж‘ у= 0. 因 此 zxE€ AH 
O0 xr = (Ож) ж 0 


= (0 жх) ж (0 x ^у) 
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= Ox (rx y) = 0, 
这 意味 着 z € NA). 所 以 N, CA) E: X ЮВ. О 


现在 我 们 讨论 &-NIE 理想 ,这 是 Nil 理想 的 推广 . 


定义 3. 12. 2(S. M. Hong, Y.B. Jun and E. H. Roh[1 如 
Ж 4 是 BCL 代数 的 一 个 子 集 ,k 是 一 个 自然 数 , 记 

[Ask] = (z € X:0x'z € A), 
ЖГА:Е] X A Bj k-Nil fii. 


{03.121 WX = (0,1,2,3), * 表 和 序 关系 图 如 下 
1 
0 1 2 
0 
3 4 
0 3 


3 


ДХ; < ,0) 是 一 个 BCI- 代数 . 注意 4 = (0,2) ATE X MFR 
数 也 不 是 X 的 理想 ,而 


[A;k ] = | 


X, k 为 偶数 时 ; 
(0,1), AAR. 


定理 3. 12. 17(S. M. Hong and X. L. Xin[1]) i A Æ BCI- 
REX HAF HAE Nl 
[A;k] =U (V(2):0»*'x € A). 


证 明 ШЖЁхЄ[А;Е],Ш0+#*хЄ 4. 因 为 xE€V(a,), 所 以 
x EU {У(а„):0+*х € A). 
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相反 地 ,如 果 y € U (V(30:0 "zr € A) MWEE x € X 使 得 
0x'rC A, y € Vla). 
注意 到 0 E 工 (X) ,利用 推论 1. 3. 5 我们 有 
Ox y = 0*a, = 0* (0 * (0 * х)) = 0 x x. 
由 归纳 法 得 ж ty = Ox ‘2, Alt y € [ASR]. О 


Ж 3.12.18 假设 4 Æ BCI- 代数 关 的 一 个 子 集 .如 果 0 € 
4, 则 对 任意 & € N, BOO S [A;k]. 


WEB] 因为 V(0) = BOX) 和 0x* = 0 € A, HEB 
3.12.17, BOO C [A;k]. L! 


定理 3.12. 19(S. M. Hong, Y. B. Jun апа E.H.Roh[1])  f& 
É 4 是 BCI- O8 X i5] — P TOC MIX & € N. [Ask] tB JE 
X 的 一 个 子 代数 . 


证 明 设 rz,y € LA;k], WJ 
Ох‘ € A, Ox'y C A. 
由 定理 1.6. 7 和 4 是 子 代 数 得 
0 x*(z*y) = (0 **z)* (0 **y) € А, 
Bl zx y Є [Ask]. ГА; BX WFR. O 


这 个 定理 的 结论 还 可 以 加 强 , 见 后 面 的 推论 3. 12. 21. 
定理 3. 12. 20(S. M. Hong and X.L.Xin[1]) 假设 4 是 


BCI- 代数 XX 的 一 个 子 代 数 , 则 xz € [Ask] 4AM ож € [А; 
k]. 
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证 明 mẸ z € [4;&], 则 0x*x € 4. 由 于 4 是 子 代数 , 利 
用 定理 1. 6. 7 便 有 
Ож (020) = (Ox*0) ж (0 ^2) = 0 * (0 x iz) € А, 
Bl ox z € [А;]. | 
Fash, ШЖ Ох z ELAk], ож (0х2) СА. АЖ X 
的 子 代数 ,所 以 
Ож ‘х = 0 ж [0 ж (0 x*⁄)] = Ox [0x*COx7x)]€E A. 
这 就 是 说 z € [A]. 口 


推论 3.12.21(S.M. Hong and X.L.Xin|1D {Rik A Е 
BCI- 4 X H-PFRA, WEB RC N ,LA;k IX 8 — BH 
的 p- PEA BLA; ] 是 X 的 一 个 强 理想 ,并 且 4 CA; A]. 


证 明 ”因为 4 是 和 的 一 个 子 代 数 , 由 定理 3.12. 19 和 推论 
3.12.18, [Ask] Æ X ККЖ, Н BOO CASA). 注意 到 
LCA; kD Ж LOO 的 一 个 子 代 数 , 由 定理 3. 2. LAD Ж 
LOO 的 一 个 闭 理想 . 由 定理 3.12.17 和 定理 3. 5. 7, TAS RISE X Bg 
闭 的 p- 理想 . 

由 于 4 是 X 的 子 代数 ,所 以 0 € 4, 并 且 对 任意 zxE AST 


有 
Oxir—0x*r€CA, 
О* 2х = (0xx)*x€ A, 
Ож = (Ox lx) exc Є A. 
这 说 明 z € [А;#], BIA ACC [А;А]. L1 


注 ” 当 A4 不 是 子 代数 时 ,4 可 能 不 含 于 [LA4;kj]. 在 例 3. 12.1 
中 ,4 = 00,233 k. [Ask] = (0,1},A E [Asa]. 
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定理 3. 12. 22(S.M. Hong and X.L. Xini)  #ñE A JE 
BCI- 代数 X 的 一 个 理想 , 则 对 任意 &E N.LA;k] Æ X А p- 
理想 ， 


证 明 ”因为 4 是 立 的 理想 , 则 0€ A. 由 推论 3.12.18,B(X) 
C [A;&]. 现在 假设 zxy € [A;k] fu y € [4;8j, 即 
Ox*(r*3) € A, 0x*y C A. 
注意 到 (0x* >) x (0€ *y) = 0x" Ge у), #118 0 x *x € 4. 所 以 
z € ГА; ]. 这 就 证 明了 [4A;#j 是 X 的 一 个 理想 ,结合 ВО) < 
[4;kj], 知 [4;kj 是 义 的 一 个 p- 理想 . [1 


定理 3.12.23 假设 A 是 BCI- 代数 X 的 一 个 子 集 ,k € N. 

G) ”如 果 有 A4 是 XX 的 可 换 理想 , 则 [A;k] 也 是 XX 的 可 换 理想 
(S. M. Hong, Y. B. Jun and E. H. Roh[1]); 

GD ”如 果 4 是 X 的 正定 关联 理想 , 则 [A4;k] 也 是 XX 的 正定 
关联 理想 (Y. B. Jun, S. M. Hong and E. H. Roh[1]); 

Gi) MRABX HRB MULA; k |b E X URREN, 

Gv) 如 果 4 是 和 的 天 -正定 关联 理想 , 则 [4;t] 也 是 的 
K- 正定 关联 理想 (S. M. Hong, Y. B. Jun and E. H. Roh[1]). 


证 明 REND HER REPRE, ФЕ. 假设 
АХ Ву 1р Н. 由 定理 3.9.1,4 是 XX 的 理想 ,再 利用 定理 
3.12. 22, [A;k] Æ X WAE. 为 了 证 明 [4;k] 是 可 换 理想 , 设 
z*y€[A;k], BD 0x*(zx y) € A, 由 于 

0xtr € LOO,0x*y € L(X), 0x (0% (z xy)) =a, 
我 们 有 

Ox'[y* (yx 22] 
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= (Ox*y) * [(O **y) * (0% х) ] 
= 0«'x, 
0 ж 'a,., 
—0*'(a,*a,) 
= (0 x ^а,) ж (Ox*y) 
= (0+*х) ж (0+**у), 
(0x'z)x[(Ox'z)x(Ox*y]-—0x*y.. 
利用 这 些 等 式 , 我 们 得 到 
Ox'(xx[Cyx (yxz))* C(Ox (Ox (rx*y)))]} 
= (0 x!z)* ([Ox (yx (уж z))]* (0 *'a,,,)) 
= (0x'z)x ((Ox'z)x[COx'z) x (0x*y)]) 
= (0 xz) x (0x*y) 
-—0x'(xxy). 
FALA Ож {сж [ (уж Qux z))* (Ox (z x y)))]) € A, Bp 
r*[Qy*Gz)s* (Ox (0x (x*)D])€[A;k]. 
以 上 我 们 证 明了 z*» € [Ask] 蕴涵 
Tx (уж (ужх)) * (Ox (0 x (z у)))]Є [Ase]. 
由 定理 3.9.2,[A; k ] 是 一 个 可 换 理想 . 口 


定理 3. 12. 24(Y. B. Jun, S. M. Hong and E. H. Roh[1]) Œ 
i X MY Æ BCI- 代数 ,f;X 一 Y 是 一 个 同 态 映射 . 

G) 如果 4 是 区 的 一 个 子 集 , 则 FCA) С (УСА) ;6]; 

GD — iR AJÉY H-AIRE QU FO (A; DARE X HF 
FRE AIPA AIS FAR 

Gi) WRAY BJ — EBA M УУ ([A;& ЕХ 
ACS CA) AIS SCAR). 


证 明 G) ÆR y € SLAs), WHE x € [Ask] 使 得 
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I(x) = y AW 

0x'y = fO) tfa) = /(0+*х) € f(A), 
Bl y € [/CA5;k]. ХЕНД f ACA; kD С CCA) 52]. 

GD Rave f '(LA;k]J), 7/0), f(y) € [Ask]. 由 定理 
3.12.19 
/(ж * у) = f(a) * fly) € [Ask], 

Rp zx y € FOCA; kD ТИ SLAs) 是 X 的 一 个 子 代 数 , 现 
EM r € (f(A) 52], Montz € f(A). FB 

Ox*f(x) = РОО) x*f(r) = f(0 x*z) € А, 
Вр fGO € [Ask], 这 等 价 于 zE FLA). 这 就 证 明了 
LACA); k] E fA. r] 


引 理 3. 12. 25(S. M. Hong, Y. B. Jun and E.H.Roh[1]) Æ 
B A Æ BCL 代数 XX 的 一 个 子 代数 ,x CNM z x y € (Ask) ZR 
ужх Є ГА;А]. 


证 明 itor ye [Ask], 0+ (zx y) € 4. 因 为 4 是 XX 的 
子 代数 ,所 以 0 (0x Ge y)) € A. 注意 到 
Ож (уж z) = (Ox*y) ж (Ox'z) 
= (0 * [0 x (0 **y) J} x COx'z) 
= [Ox (0 x*>)]* [0 * (0 * у) ] 
= 0x (0 x*(rx y), 
RITA Ox'(y*xx € A,B] yx z Є [A;k]. О 


由 这 个 引 理 ,z*yE [A k] ENT x y € (Ask ] fl yx x € 
[A;k]. Ж ТЕЗЕ Y MF aye Х,х ~ y W BIG zx y€ (Ask). 
由 引 理 3.12. 25 知 ,z ~ y HAA z ~ y(mod[ A;£ D. 由 推论 
3.12. 21 得 
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定理 3. 12. 26(S. M. Hong, Y. B. Jun and E. H. Roh[1] Е 
É A FE BCI- ЖХ T T AREA € N,WIOX/LA;&]; * Co E 
一 个 p- 半 单 BCI- 代数 , 且 С, = ГА; А]. f L] 


定理 3. 12. 27(Y. B. Jun, S. M. Hong and E.H.Roh{1]) 4B 
Wt X fü Y Æ BCI- 代数 ,4 fü BARA X AY TFR, k € N 则 
G) [A;k] X [B;k] = [A X B;k]; 
di) MRA A BA ME X AY НИН, UI] 
X/[A;k] X Y/[B;k] = (X x Y)/[A х B;k]. 


WB] (1) 的 证 明 如 下 ， 
[A X B;k] = {((х,у)Є X X Y:(0,0) x*(z,y) € AX B) 
= ((z,y) € X X Y. (0 x*z,0*!y) € AX B) 
= {(л,) € X X Y,0x*x*z € A,Ox*y € B) 
= (r € X,0*'x E AJ X (y € Y,0**y c B) 
= [A;k] X [B;£]. 
G) ”显然 [4;k] X LB;&] E X XY 的 理想 .考察 自然 同 态 
zz X = X/[A;k], = C-; 
my Y > Y/[B;£], y С,. 
定义 映射 SX x Y— X/LA;k] X Y/[B;k 18 7С, у) = (С., 
С,). 
容易 看 出 了 是 一 个 良 定 的 满 同 态 , 因为 
Kerf = ((z,y) € X XY: f(z,y) = (А;Е],[В;Ё])} 
= {(z,y) € X X Y:(C,,C,) = ([A;#],[B;k])) 
= (G,y) € X X Y:C, = [A;k],C, = [B;k]) 
= (%,y) € X XY:0"'x € A,Q0«'y € B) 
= {x € X,0**x € A) X (y € Y:0%*y € B) 
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= [A;k] x [B;k], 
由 同 态 基 本 定理 ,我 们 有 
(X x Y)/[A x B;k] = X/[A;k] x Y/LB;&]. 口 


3. 13 ”结合 理想 


张小红 和 夸 瑞 官 L1] 引入 了 结合 理想 的 概念 .C.S. Hoo[ 4 ] 也 
独立 地 引入 了 这 一 概念 , 不 过 他 称 这 类 理想 为 强 关联 理想 
(strong implicative ideal). 不 同 的 名 称 反映 了 不 同 的 想法 . 本 节 介 
绍 上 述 两 文 结果 . 


定义 3.13.1 BCI- 代数 XX 的 一 个 非 空 子 集 T 叫做 一 个 结合 
理想 , 如 果 它 满足 G) OC I G) 对 任意 zyz € X, 
(zwy)*w= € Ifl ywx € I 398 < € I. 
定理 3.13.1 ”结合 理想 必 是 理想 . 
证 明 ”在 (i) 中 取 z = 0 BB. 口 ] 
定理 3.13.2 设 了 是 BCL 代数 天 的 一 个 理想 . 则 下 列 条 件 等 
G) I 是 XX 的 结合 理想 ， 
Gi) (m=*y)*x ЄІ Ж z x (yw z) CIV х,у, € X; 
Gi) х*#(0б=т)Є I,V <€ X; 


Gv) (X/I; + ,D 是 一 个 结合 BCL 代数 . 


iB] OSG 设 7 是 和 的 结合 理想 , 且 (z*y)*zE 工 
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AA 
(Се * Cy * z)) * (z * y)) * z 
= (((хж (Z * y)) + (y * z)) E 
< (уж (y *z)) #2 = 0 € I, 
所 以 ((zx (у+ж)) x (rey) xx € I. 结合 (Txy)xz € 118 
Xx (y * z) € I. Gi) RY. 

GD>Gi) RG) 成 立 . 因 此 (zx*0)*z 一 Zxz 一 0E7, 由 
Gi) # z * (O * z) € I. Gü) 成立， 

Gü)=>(Gv) MERE X Axx (0xxz)€ 1/.1ШЖ 0 x > € 
7, 则 显然 >E L 另 一 方面 ， 

WI z € I, 0 w (O * x) < z Q 0 x (0 * zx) ET. 因 此 0xx 
€ I. 这 表明 满足 条 件 (iii) 的 理想 是 闭 的 , 因此 在 商 代数 XX/I 中 ， 
C, = I. 现在 证 明 商 代数 X/I 是 结合 的 . 对 任意 EX, H 
тж (0xZX) € IB C. x (O, x C.) = Cy, BI C, < Cox C... 另外 
xXx (0 * z) € IZ 

(Oxx)¥a= (0x (Ox (Ox z))) x > 
= (0 * z) x (0 * (0 * z)) 
= 0x (z * (0 * z)) € I, 
所 以 C, x C, < C.. 综 上 所 述 C, = C, C. RW X/1 是 结合 的 . 
Gv) 成 立 . 

GVS. #X/I 是 结合 的 , 且 (x x*y)xzE1T 和 yx*zEl, 
J| (С, * CO * C, = С. B E TEN C, x (C, x C,) = Cy, BE 
Xx (yxz) ЄІ #6 ywx € lfc € L. moe ERR. 所 以 
了 是 一 个 结合 理想 , G) mor. O 


在 上 述 证 明 中 ,我 们 已 得 到 下 列 结论 . 


定理 3. 13.3 每 个 结合 理想 是 闭 的 . Г] 
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定理 3.13.4 设 1 是 关 的 一 个 结合 理想 , 则 VYV z€ X,z € I 
MBHBO0xz€ I. П 


现在 讨论 结合 理想 与 其 它 理想 的 关系 . 
定理 3.13.5 结合 理想 7 必 是 p- 理想 . 


证 明 z€ BC(X), 则 0xx 二 0E€1. 由 定理 3.13.4,x € 
了 所 以 BCX) СІ. НЕЯ 3.5. 2,1 + p- 理想 . 口 


推论 3. 13.6 结合 理想 是 一 个 强 理想 . 
证 明 ”由 定理 3. 6.4, 定 理 3.13.3 和 3.13.5 可 得 . 口 


在 例 3. 3.1 B I = (2",n € Z) 是 义 的 一 个 闲 理 想 .因为 X 是 
p- 半 单 的 ,所 以 了 还 是 一 个 强 理想 .但 了 不 是 结合 理想 ,因为 
3— (1+3) =6Є 1. 
所 以 推论 3. 13. 6 的 逆 不 成 立 . 


定理 3.13.7 一 个 BCI- 代数 和 是 结合 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 
理想 是 结合 


WEAR 设 XX 是 一 个 结合 BCI- 代数 ,IT 是 XX 的 任 一 理想 . 由 结 
合 性 知 ,VY z € X, 
тж (0 * z) = (< * 0) * zx = 0 € I. 
利用 定理 3.13.2 得 工 是 一 个 结合 理想 ， 
相反 地 , 车 XX 的 每 个 理想 是 结合 的 , 则 对 任意 z+ € X, 
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rx*(0xz)€ (0), BU xx (0 x z) = 0, 264/rT+ z < 0 x z. 注意 到 
Oxz € LCX), PRU z = 0 * z. TE X В 602 BCL 代数 . OF 


定理 3. 13.8 若 了 是 BCI- 代 数 区 的 一 个 结合 理想 ,4 是 包含 
I 的 任 一 个 理想 , 则 4 也 是 结合 


证 明 ”由 1 是 结合 的 知 ,对 任意 TE 有 zx* (0x zx) ЄІ. 
为 7G 4, 所 以 zx (0 xx) € 4. 由 定理 3.13. 2,4 是 一 个 结合 理 
\8. 口 


作为 上 述 两 个 定理 的 直接 结果 有 


推论 3. 13.9 ”一 个 BCL 代数 是 结合 的 当 且 仅 当 它 的 零 理 想 
是 结合 的 . [Г 


最 后 ,我 们 给 出 结合 理想 的 另外 两 个 等 价 条 件 . 


定理 3.13.10 ”假设 I 是 BCI- 代数 和 的 一 个 理想 , 则 下 列 条 
件 等 价 ， 

G) 了 是 一 个 结合 理想 ; 

Gi) (zxz)x(0xy) ЄТ уж (vez) Є 1; 

Gi) zx (Oxy) ЄТ BM y * z € I. 


证 明 @=>Gi) 假设 S = (zxz)x Ory ЄІ. 
[Czxz)xs]jx (Oxy) = [(z xz) * (Oxy) | * s 
= 0€ I, 
由 定义 得 yx (z x z) € I. 
Gi)=>Gii) ”在 Gi) PRR z = 0 84% GiD. 
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Giü)>G) ”假设 (zxz)x*x Ory EIM: ELIKA IEA 
想 ,得 zx (Oxy) € Т. AG) RITE y «x € I. 3x EHE IL E—4- 
结合 理想 ， П 


1991 4,2. S. Tan[ 1] 引入 并 研究 了 正规 理想 的 概念 随后 ， 
朱 怡 权 L2] 进一步 研究 了 这 类 理想 . 这 类 理想 的 实质 是 什么 ?我 们 
将 看 到 正规 理想 是 p- 半 单 BCI- 代数 中 的 结合 理想 . 


$ 3.3.13. 2(Z. S. Tan(1) BCI- 代数 X 的 一 个 理想 了 叫做 
正规 的 ,如 果 对 任意 zEX,zxT 一 JTJxz ` 


定理 3.13.11 车 1 是 BCL 代数 和 的 任 一 个 正规 理想 , 则 了 
C LGOOD. 


证 明 ”由 定义 3.13.2, 我 们 有 
I—-Ix*0-0x1C LX). Г] 


定理 3.13.12 假设 BCI- (OR X FE-T ERB ТЩ X 
= ІХ), X — 4 p- 半 单 BCI- 代数 . 


WA ”对 任意 zx € X, 因 为 
z=x#x0E z=xI[=IwxxC LX), 
MUX € LOO. 相反 的 包含 关系 是 平凡 的 . 这 就 证 明了 XX = 
LX). O 


这 个 定理 说 明 , 如 果 一 个 BCL 代数 不 是 p- 半 单 的 , 则 它 不 包 
含 任何 正规 理想 . 因此 ,我 们 下 面 的 讨论 仅 限于 p- 半 单 BCL 代 
数 . 
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定理 3. 13. 13 BUE X KE— + p-# BCL 代数 ,了 是 和 的 一 个 
合理 想 , 则 对 任意 x € X 

G) Zx 了 一 1; 

Gi) 工 x 了 一 了 x (0 xz). 


证 明 假设 y€ zx7, 则 有 zE7 使 得 ?一 zx*z, 因 结合 理 
想 是 闭 的 ,我 们 有 0*z € I T 
yea= (rxz)xr=0xzE€EL. 
FUB X ff] p- 半 单 性 ,x = 0 * (0 ж x). 所 以 
тжу = [0x (Oxz)]xy 
= (0 * y) * (0 x z) 
=0*(y*z)€ I 
这 就 证 明了 x ~ y(mod!), AU y € Cl. 
相反 地 ,假设 yE С, rx y € І. & z = z x y A 
y=z*(xz*y)= z*z € rel, 
综合 所 述 ,已 证 z x = Cl. Gi) 成 立 . 
任 取 y € zx*7, 则 有 =E 了 满足 
у= z*x = [0* (0 *z)]* z= (0 * z) * (0 * z). 
因为 0xzET, 所 以 yETx Or) MRM, ik y € Ix (От), 
# = € 1B 
y = z wx (0 x z) 
= [0 * (0 x z)] * (0 x >) 
= [0 * (0 * z)] * (xz) 
= лж (0 * z). 
结合 0xz € I, RNE y € rel. 综 上 所 述 已 证 zx*7 = 
I * (O * z). Gi) З. m 
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定理 3. 13. 14( 朱 怡 权 [2]) EX J&— р-з BCI 代数 ， 
W X 的 一 个 理想 7 是 结合 的 当 且 仅 当 了 是 正规 的 . 


证 明 ”假设 7 是 结合 理想 ,由 定理 3, 13. 2(iv),XA7 是 一 个 结 
合 BCL ARR, 所 以 对 任意 zEX:C = C... 利用 引 理 
3.13.13Gi) ,我 们 有 


ж *1 = С! 
= С. 
= (Ожх)*ж1 
= [ж (0 * (0 * z)) 
= Í x x, 
于 是 了 是 正规 理想 . 


相反 地 ,假设 了 是 正规 理想 , 则 对 任意 zEX,zx*7 一 7xz. 于 
是 
х=х*0Є r*xÍI = Ix=<=. 
MA y € I EG z = y* z. AW 
[ex (O xx) ]* y 

= [Cyx x)x (Ож х) | жу 

= (0 * z) * (0 x z) 

= 0 € I, 
所 以 zx (Ox z) € I. REM 3.13. 2,7 了 是 一 个 结合 理想 . D) 


定理 3. 13. 15( 朱 怡 权 [2]) 假设 XX 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代 
数 ,7 是 X 的 一 个 结合 理想 , 则 对 任意 x € 和 ,|Cz| = Il, JL 
141 表示 4 的 基数 . 


证 明 4 77 一 Cz 使 得 对 任意 yET 有 Joy) = z x y. HE 
38 3. 13. 3G) ,了 是 到 C: 的 满 射 . 如 果 y,z € I B fG) = f Go DU 
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хжу 二 Xxx, 由 定理 2.2.3(vii) 得 y 二 zx, 因此 还 是 一 个 单 射 . 
所 以 |1| = |C:|. O 


定理 3. 13. 16(Z.S.Tan[1]) 假设 和 是 有 限 p- SERE BCI- 代 
HAM B 是 XX 的 结合 理想 ,A 三 B. 则 

G) |X| = lal * IX/A]; 

Gi) |X/A] = |B/A| + |Х/В|. 


证 明 ”这 是 群 论 中 Lagrange 定理 的 推论 . [] 


C. S. Hoo[ 4 ] 65] A f ЗЭС REL DA НЕ Y.L.Lin[2] 
证 明了 这 一 概念 等 价 于 理想 ,因此 它 并 不 是 一 个 新 概念 . 


定义 3. 13.3(C.S. Hoo[4]) BCI- 代数 并 的 一 个 理想 了 叫做 
x 的 弱 关 联 理想 ,如 果 对 任意 х,у,2 € X, 
(z*y)*x € Ifl yx x € I ЇЇ (z x z) x xz € I. 


定理 3. 13.13(Y.L.Liu[2]) BCI- 代数 XX 的 任何 理想 I 都 是 
HERH. 


WEB] ”因为 由 定理 1.1.2Gv), RNA 
[Cr xz) * z] ж (y * z) < (z< x z) * y 
= (x x y) x z, 
ШЖ (жу) + € I#l yx x € І, (сж z) * z) € I. AAT FESS 
关联 的 ， [3 


由 定义 3.13. 3 知 每 个 弱 关 联 理想 必 是 理想 ,所 以 弱 关 联 理想 
和 理想 这 两 个 概念 是 相同 的 ， 
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3.14 WARM 


为 了 进一步 研究 拟 结合 BCL 代数 的 性 质 , 刘 用 髓 等 引入 并 研 
究 了 拟 结 合理 想 . 本 节 介绍 的 结果 包含 在 刘 用 腾 , 张 小 红 , 岳 振 才 
[1] fü Y.L. Liu,J. Meng ,X. H. Zhang and Z. C. Yue[1] rH. 


定义 3.14.1 设 和 是 一 个 BCL 代数 ,7 是 和 的 一 个 非 空子 
集 . 我 们 称 工 是 一 个 拟 结 含 理想 ,如 果 它 满足 (i) OC TM 
GD z*(y*z=) € If y € I 838 z x z € I. 


3.14.1 X= (0,1, 


nN 


935455}; * 表 和 序 关系 图 如 下 : 


*|0 1 2 3 4 5 3 
оо о 0 0 4 4 

111 0 0 1 4 4 3 5 
2122 0 2 5 4 1 
3/3 3 3 0 4 4 

5|5 5 4 5 2 0 TEN. 


Ху * ,0) 是 一 个 BCI 代数 ,T= (0,1,2,3 是 X 的 一 个 拟 结合 


定理 3.14.3 XX 的 任 一 拟 结 合理 想 既 是 的 一 个 理想 又 是 
X 的 一 个 子 代 数 . BRASS О ЖЕЕ RE ИЈАН. 


证 明 假设 1 是 XX 的 一 个 拟 结合 理想 . 在 定义 3.14. 1Gi) m, 
取 z 二 0 得 z*y€1 和 yy€1 蕴 涵 x€ 了 .因此 1 是 X 的 一 个 理 
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想 . 在 定义 3.14.1Gi) rH, y = z Wf zc I#l y € IAM z * y 
ET, 所 以 7 是 和 的 一 个 子 代数 . 

定理 的 后 半 部 分 由 下 例 说 明 . 

例 3.14.2 WX = (0,1,2,3), * RMF: 


1 
3 
0 
1 


2 1 0 
容易 验证 I = (0) Bee X 的 一 个 理想 也 是 一 个 子 代数 ,但 不 是 拟 
结合 理想 . 事实 上 ， 

3% (0+1) =3*3=0€ (0),3*1 = 2 & (0). П 


定理 3.14.4 设 了 是 BCL 代数 和 中 的 一 个 理想 , 则 下 列 条 件 
等 价 : 

G) 工 是 一 个 拟 结合 理想 ; 

Gi) xx (Oxy) € IB z < y € I, 

(iii) xe (y*z) € I ЇЙ (z x y) x z € I. 


证 明 @> Gi) 是 显然 的 . 
(ii) 1#х+(у+#) Є Г 35 
(Gr у) * (O x z)) + (Tx (y x z)) 
= ((хжу) ж (z * (y x z))) ж (0 * z) 
< (Cy * z) жу) * (0 * z) 
= (0 wx x) ж (0+) 
= 0 € I, 
因此 (zxy)x (0 x z) € I. BD 8 (тку) x z € I. 
Gi)>G) 假设 zx(yxz) € I #l y € I. H Gi) 我 们 得 
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(лжу) +»: Є І, ree) # у Є 1. Al ERS ж+е € I. G) 
成 立 . o 


拟 结合 理想 有 下 述 扩张 性 质 . 


定理 3.14.5 KAMITEX HATER, HISA 如 果 7 是 
一 个 拟 结 合理 想 , 则 4 也 是 一 个 拟 结合 理想 . 


证 明 ”假设 I 是 一 个 拟 结 合理 想 . 为 了 证 明和 A 是 拟 结 合 的 , 仪 
需 证 明 zx x (O x y) САЖ йт» уЄ A Rs=xx (Oxy € А, 
(ж xs) * (Oxy) = (rx (Oxy))xs=0EL. 

H EER 3.14. 401) Br xs) * y € L. BE I А, Ц 
(mx y)xs= (z xs) * y € A. 
结合 *E A 得 zxy € 4. 这 表明 4 是 一 个 拟 结合 理想 . [1 


HED 3.14.6 ШЖ BCL AMX HERO) 是 拟 结合 的 , 则 
X 的 每 个 理想 是 拟 结合 的 . 口 


定理 3.14.7 ”假设 7 是 BCL 代数 的 一 个 理想 . MRM ER т 
EIM y € XA z * y E17, 则 了 是 一 个 拟 结合 理想 , 


证 明 假设 zx (yxz) € I y € I. 
[zx(yxz)]x*zE 和 yxzE 了 ， 
即 
(хк) х (yx) CIM yx zx € I. 
所 以 zx*xzxE 了 这 就 证 明了 了 是 一 个 拟 结合 理想 . 口 


定理 3.14.8 结合 理想 必 是 拟 结合 理想 . 
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证 明 BRT FE BCI- 代数 和 的 一 个 结合 理想 ,由 定理 3.13.1 

知 了 也 是 一 个 理想 . EM T Oxy) € I. RO 
{Ox [Ox (yx (Ox xz))]} x [zx (Ox y)] 

= {[0x (0* у) |] * [0* (Ox (Ox 2D] x [rx (0* 2] 

[rx (Oxy)]x[zrx (0xy)] 

= 0€ I, 
所 以 0* (Ox [y (0x 2]) € I. ШЕ 3.13.5 108—7 p- 
理想 ,利用 推论 3.5.9 有 yx* (0 x z) € I. HEH 3.13.10, RNG 
到 zx*yE 了 所 以 了 是 一 个 拟 结合 理想 . D 


定理 3.14.9 BCI (Ot X H-TIEBT RI 是 一 个 结合 理 
WHENA I BERE р- 理想 又 是 一 个 拟 结合 理想 . 


证 明 假设 1 既是 一 个 Pp- 理想 又 是 一 个 拟 结合 理想 , 则 了 是 
一 个 闭 理想 . HR m Ox y) € I, HAERES. 14. 4GD (i x y € I. 
因为 

[Ox (y x zx)]* (z * y) 
= [(0 xy) * (0 x z) ] * (z x y) 
< (хжу) x (z x y) 
= 0 € I, 
所 以 0x (yx x) € L. HIM MIO x (0 x (yer) € L. EER I E: 
р- 理想 ,由 定理 3.5.8 у+т € 了 .这 表明 了 是 一 个 拟 结合 理想 . 
相反 的 蕴涵 关系 由 定理 3. 13. 5 和 3. 14. 8 得 到 . O 


现在 我 们 给 出 拟 结合 BCL 代数 的 理想 刻画 . 


定理 3. 14. 10 ”假设 了 是 BCI- 代数 各 的 一 个 理想 , 则 了 是 拟 
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结合 的 当 且 仅 当 商 代数 (X/T; x ,Co) 是 一 个 拟 结合 BCI- К. 


证 明 BIEMA. 因为 (0x x) Or) = 0Є І, hE 
JE 3.14. 401) 得 


[(O*z)*<x]* 0 = (0* zx) * < € I. 


利用 拟 结合 理想 的 闭 性 得 


Ox [C(O0xz)xz]= [0x (Oxzx)]x* (Oxx) EL, 


Ait Cowes = C, BẸ (C, * C,) ж C, = C,. FHC, * C, x; C, iX i 
8j X/I 是 一 个 拟 结 合 BCL 代数 ， 口 


定理 3.14.11 设 XX 是 一 个 BCI- 代数 , 则 下 列 条 件 等 价 ， 
G) ХЕЙ BCL 代数 ; 

G) 关 的 每 个 理想 是 一 个 拟 结合 理想 ， 

ан) X 的 零 理 想 是 一 个 拟 结合 理想 ; 


(iv) 


每 个 商 代数 ХИ 是 一 个 拟 结 合 BCI- 代数 ， 


(у) X/BOO 是 一 个 拟 结合 BCI- 代数 ， 


- Cvi) 


X/B(X) 是 一 个 结合 BCI- 代数 ， 


(vii) BCX) 是 一 个 结合 理想 ; 
(уш) B(X) 是 一 个 拟 结合 理想 ; 


(ix) 


证 明 


若 理想 АС BX) WA 是 拟 结合 理想 . 


()=(01) ”假设 zx (yzz) EIM yE L. xd 


& BCL 代数 知 (zx у) x z < z Cy x z) PY 


(rkz)*ky— (хжу) + ET, 


由 此 推 得 zx*z E 工 这 就 证 明了 了 是 一 个 拟 结合 理想 . 
adii) 平凡 的 . 
Gi) Civ) 见 定理 3. 14. 10. 
(у) (у) Hg. 
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(v) 一 (vi) AA X/BOO 是 一 个 p- 半 单 的 拟 结合 BCI- 代 
数 ,因此 X/BCX) 是 结合 BCI- 代数 . 
(vi)-»(vii) 见 定理 3. 13. 2. 
(vi) (vill) ” 见 定理 3. 14. 8. 
WiD>G@ 假设 BOX) 是 X 的 一 个 拟 结合 理想 , 由 定理 
3. 14.10,X/B(X) 是 一 个 拟 结合 BCL 代数 . 于 是 我 们 有 
Cour = C, * C, = С, * (Сож C,) = Con oz >+ 
所 以 , 
(0xz)*x[0x(0x2)] € B(X), 
[Ox (Ож z)]* (Ож х) € BCX). 
注意 到 总 有 
(Ож х) * [0 * (О*2) | € LOO, 
[Ox (0x 2] * (0* 2 Є LUX), 
m BCX) П LOX) = {0} ,我们 有 
(Ox х) ж [0 * (Oxz)] = [0x (0 x z=)] * (0 x z) = 0, 
这 说 明 0xz = 0 + 《0x 工 ), 即 XX 是 拟 结合 的 . 
Gi)=>Gx) ”明显 的 . 
(1х)=> (уш) ”由 定理 3. 14. 5. 口 


3.15 Hr THER пр BCI- 代数 


受到 可 解 群 的 启发 ,Y. Q. Zhu[1] 在 BCI- 代数 中 引入 并 研究 
了 换 位 子 理想 , 借 此 讨论 了 可 解 BCI- 代数 . 


定义 3.15.1(Y.Q.Zhuf1]) 设 民 是 一 个 BCLI ARM. 对 任意 
х,у € X,25 X (x * y) * (y * х) п X 的 一 个 换 位 子 ,并 记 为 (zx， 
y. X (I BC LT Sie X. 
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03.15.1 EX = {0,1,2,3},* 表 如 下 


借助 于 换 位 子 可 以 刻画 p- 半 单 性 . 下 述 定理 也 说 明了 换 位 子 
这 一 名 称 的 来 源 . 


定理 3.15.1 BCI- 代数 XX 是 p- 半 单 的 当 且 仅 当 对 任意 a,6 
€ X,(a,b) 是 方程 (a x b) x z = Бка ЮЖ. 


证 明 必要 性 ”假设 X 是 p- 半 单 的 ,由 定理 2.2.6,《X; +, 
0) 是 一 个 Abel 群 ,这 儿 z 十 y= 一 x+* (0 x y),z y= z y. A 
对 任意 ca, € X 

(axb)* x—bxa 
e(a—b)—zrx-—b-—a 
€x = (а — Б) — Ф — а) 
2 = (a x b) * (b xa) = (a,b). 
这 就 证 明了 (a,5) 是 方程 (a x b) x x = b x a 的 唯一 解 ， 
充分 性 RIER a,b € X, RIA 
(a* b) x (a,b) = bxa. 
Ra=0ff6 € ВОХ), 0 0+2 = О 00,6) = (0 * b) x (b * 0) 
二 0, 我们 得 
Ь=Ь+0 = (0% Б) * (0,6) =0*0=0. 
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所 以 BCX) = (0), BI X Æ p- З. 口 


id COO = (XJ. 称 C(X) 为 X 的 换 位 子 理想 .在 例 3.15.1 中 


定理 3.15.2(Y.Q.Zhu[1j) dE X Æ— S BCI- 代数 , 则 
B(X) & COO. ЩЖ X 是 一 个 BCK- (RRM COO = X. 


证 明 ”对 任意 xz € BOX),0 * z = 0. 所 以 

ж = (z * 0) * (0 * z) € X.. 
由 此 得 B(X) СХ, C COD. 4 X Ж ВСК- RAH, BCX) = Х,У 
以 CCX) = x. 口 


定理 3.15.3(Y.Q.Zhu[1]) iE X f&— 7 p- FA BCL fX 
数 , 则 
COO = (ax у) * (ужлх):х,уЄ X) 
= {x7 3x e X), 
Bl CCX) 恰好 是 所 有 换 位 子 的 集 . 


WEB] ”因为 是 p- 半 单 的 ,所 以 由 定理 2.2.2Cviii) 
(z x у) x (y xx) = (rxy) ж [Ox (rxy)] 
= (r*y)’, 
这 表明 X, C (хт € XX}, 相 反 的 包含 是 显然 的 ,于 是 X。 == { :7 
€ X}. 
现在 证 明 X. R: X 的 一 个 理想 . 取 xx*vmEX 和 vvEX. 由 上 
БВА, Pi = z° ДП z x ç = zy 
u = (и — 0) +v 
= (ижо) + Ç 
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= 22 ж (Ож x?) 


= 22 ж (0 x х)? [由 定理 1. 4. 5 v2] 
—[z*(0x2)] € X,, [由 定理 1. 4. 5Gii) J 
ВАХ. ЕХЕ. 因此 X. = CCX). 口 


定理 3. 15.4 包含 C(X) 的 每 个 理想 是 闭 的 . 


WEBA iT BCI (OR X EB СОХ) СТІ. ATE 
明了 是 闭 的 , 任 取 y € I. 因为 
(Ож у) ж у = (Oxy) * (yx0) CC COO CT, 
PLA 0+ y € I W yi 8] 1 EP. L] 


命题 3. 15.5 ”假设 $ 是 BCI 代数 多 的 一 个 子 代 数 , 则 CCS) 
E COO 的 一 个 子 代数 . 


证 明 平凡 的 . [] 


5:38 3.15.6. KI dé BCI- 代数 和 的 一 个 理想 , 则 X /I 是 结 
& BCI- 代数 当 且 仅 当 CCX) c I. ЯА, X /C OO 是 结合 的 . 


证 明 对 任意 z,y € X, 
C, < C, = C, * C, 
Cy = С,,, 
Ө(х* у) ж (yer) ET 和 (yx x) x (zx y) El 
Ө(х,у) € I #l(y,z) ET 
eX = I 
OC(X) СІ 
所 以 X/I 是 结合 的 当 且 仅 当 CC(X) C I. Г] 
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由 命题 3. 15. 6, 我 们 可 以 归纳 地 定义 
CX) = COD, CX) = C(C"'(X)), п = 152,06 
类 似 于 可 解 群 ,下 面 引 入 可 解 BCI- 代数 的 概念 . 


ЖХ 3.15.2 BCI- 代数 XX 叫做 可 解 的 ,如 果 对 某 个 自然 数 
有 C"(X) = {0}. 


显然 ,任何 结合 BCL 代数 是 可 解 的 ; 例 3. 15. 1 中 的 BCI- 代数 
是 可 解 的 ;一 个 BCK- 代数 和 是 可 解 的 当 上 且 仅 当 X = (0). 


定理 3.15.7(Y.Q.Zhu[1]) BCI- 463 X 是 可 解 的 当 且 仅 
34 X Æ p- EMM SPARE В КЖК RRM r CX an = 
0. 


证 明 БЕХ dé n Н. ME Н RE n COD = (0). 
由 定理 3.15.2, B(X) C C! OO ,由 此 得 
B(X) = C(B(X)) € С(С(Х)) = СХ). 
归纳 地 ,我们 有 :对 任意 自然 数 &,B(CX) C C (X). 因此 BOO = 
{0}, BI X Æ p- 半 单 的 . 现在 我 们 证 明 
B(X) = C(B(X)) Є C(C(X)) = СХ). 
归纳 地 ,我 们 有 :对 任意 自然 数 &,B(X) CCX). 因此 BOO = 
{0}, 即 和 是 p- 半 单 的 .现在 我 们 证 明 
(D ŒX) = {x :x € X}, k= 1,2,--. 
由 定理 3.15. 3,& = 1 ITE OD 成 立 ,假设 对 自然 数 &,(1) 式 成 立 ,并 
注意 到 C*(X) 仍 是 p- 半 单 BCI- 代数 ,对 C*(X) 应 用 定理 3. 15. 3, 
我 们 有 
CD = C(CH(X)) 
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= (a)r € X) 


= {zz € X) [由 定理 1.4.5Gi)] 
= (z z € X). 
所 以 (1) 成 立 , 必 要 性 得 证 . 
充分 性 是 显然 的 . 口 


定义 3. 15.3 一 个 群 G 叫做 一 个 g- 群 ,如 果 C 的 每 个 元 素 工 
的 阶 ( 或 周期 ) 是 固定 素数 q НИ. 


现在 ,用 群 论 的 语言 ,定理 3. 15. 7 能 够 表述 为 


定理 3.15.8 假设 (Xi * ,0) 是 一 个 可 解 BCI- К. MCX; 
十 ,0) 是 一 个 Abel 2- RE, H (|z1:z € X) BARA 3X JL zr + y = 
= ж (0 x у). 

相反 地 ,假设 (X; +,0) 是 Abel 2- HE, B (|z]| ic € X) EAR 
的 , 则 (X; x ,0) 是 一 个 可 解 BCL ЖЖ RIL хожу = z -— y. L] 


3.16 ”固执 理想 


固执 (obstinate) 理想 的 概念 ， 是 S.K.Goel and A.K. 
Arora[1] 讨论 下 述 问 题 时 引入 的 :对 于 BCK- (RX MY. ORT 
E X Е, ВАТЕ AS S: XY 18 Ker(M = 4A? 自然 ， 
在 BCL 代数 中 也 可 以 讨论 同样 的 问题 ， 


定义 3. 16. 1(S. К. Goel and А.К. Arora[1]) BCI- (eX X 
的 一 个 真理 想 了 叫做 国 执 的 ,如 果 х,у € X— I 3838 z x y € I. 
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13.161 EX = (0,1,2,3), * 表 如 下 


*lo 1 2 3 
оо 0 0 3 
1 1 0 0 3 
2.2 2 0 3 
313 3 3 0 


Ш‹Х; * ,0) 是 一 个 真 BCI- 代 数 ,7 = {0,1,2} 是 和 的 一 个 固执 理 
想 ;I, = (0,1) 不 是 六 的 固执 理想 ,事实 上 ,2,3 € X — 了,, 但 是 
2 x 3 = 3 x 2 = 3 & Í. 


定理 3. 16. 105. M. Wei, Y,B.Junand E.H.Roh[1]) 假设 
1 E: BCL 代数 和 的 一 个 固执 理想 , 则 了 是 一 个 闭 理想 ,因此 了 是 一 
个 子 代数 . 


WEB] 用 反 证 法 . 假设 存在 x € 了 使 得 0x AI НЕЕ 
Х.О жх) xz & L (kid I PHP. 
Oxz= [C(O0xz)xz]x (0 x x) ET, 
RE Ox x IFS. 所 以 不 存在 xE7 了 而 0*z 冬 7 了, 即 了 是 一 个 闭 
理想 . E 


定理 3. 16. 2(S. M. Wei, Y.B. Jun and E. H. Roh[1]) 假设 
I Ж BCI- 代数 的 一 个 固执 理想 . 则 

G) LX) = 10) 当 且 仅 当 BX) f) I BX); 

Gi) LOO ALM 当 且 仅 当 BCX) ПІ = BOO. 


证 明 因为 (i) 和 (ii) 是 等 价 的 ,所 以 仅 给 出 Gi) 的 证 明 . 假设 
L(X) = LC), Ж ШЕ BOO N I = BCX). ARES. MR BCX) П 
I= ВОХ), В B(X) CI, ll dise 38 3. 5.2, 了 是 一 个 p- 理想 .利用 
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定理 3.5. 7, RNA 
T=U {У‹(а);а € LO») 
=U (V(a):a € L(X)) 
= X, 
这 与 了 是 固执 理想 矛盾 . 所 以 BOO П 15 BX). 
相反 地 ,假设 ВОХ) П I BOO HUE LOO = LU). 事实 
上 ,如果 ZX) ALU) MWA a € LX) — LC). FER z € BOO 
一 二 由 于 了 是 一 个 固执 理想 ,我 们 有 
a—ax0—axzr€l, 


因此 a € L(7), 这 与 a & LD 矛盾 .所 以 L(X) = LOD. L] 


定理 3. 16. 3(S. M. Wei, Y. B. Jun and E. H. Roh[1D ”假设 
I j& BCI- 代数 的 一 个 固执 理想 . 则 

G) ВОХ) СГ, ЖІ) 10Х) 的 一 个 固执 理想 ,并 
且 zE7 和 yyEX 一 了 列 涵 zxyEX 一 了 

Gi ЛХ) = LU) BBR BCX) Y IB BOX) 的 一 个 固 
执 理想 ,并 且 x € Ifl y € X Г z x y € I. 


证 明 (i) 如 果 ВОХ) S T, ЕЖЕ 3.16. 2GD , RNA LOX) 
= LU). ЮЕ] 144—4 p- RAO PALO) JE LOO 的 一 个 理想 . 当 
a,b € L(X) — LO) 时 ,由 7 是 固执 理想 得 a xb Є IL ERB а x b 
€ LIX). RNA a xb € LU). BJ LU) RE LOO 的 一 个 固执 理 
想 , 当 x EI 和 ywyE€XX 一 1 时 ,由 定理 3.5.7,T 一 U {У(а):а € 
І), Яа, € LU) fla, € LOO 一 L(7). 为 了 证 明 xxyE€EX 
一 了 , 仅 需 证 明 a;., € LOO —LU). 用 反 证 法 . 如 果 a,., ELO), 
由 定理 3. 16. 1,L(1) 是 子 代 数 , 所 以 

a, = a, * (a,*a,) =a,*a,,,€ LU). 


这 与 a, € LOX) — LU) FH. FE., € L(X) — LU). 
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G) WÈ LOO = LO), НЕЯ 3.16.2@00В(Х) NTF 
B(X). BR BOO D IE BOO 的 一 个 理想 .为 了 证 明 BOO NT 
是 BOO 的 一 个 固执 理想 , 任 取 ry E BOO 一 BOO ПІ, z, 
y € BOO fll z,y € X — I. B BOO 是 XX 的 一 个 子 代数 ,所 以 
х,у € BUX) Ж z x y € BC(X). 因 为 1 是 X 的 一 个 固执 理想 ,所 
以 x,y € X— IHW z < y € I. FJjE zx y € ВОХ) [| I. RUE 
明了 BCX) NIE BX) 的 一 个 固执 理想 . ` 

现在 证 明 (ii) 的 后 半 部 分 . 任 取 zx C IT fly € X — L. W] 0 * y 
€ LOO SLU) СІ. B Ge x y) * Oxy) < x, M x € І, И 
(z*y)* (Oey € L #6 0xy€ 1, Brey € I. Г] 


定理 3. 16. 4(S. M. Wei, Y.B. Jun and E. H. Roh[1) 假设 
I E: BCI- 代数 环 的 一 个 理想 . 则 I 是 的 固执 理想 当 且 仪 当 B(X) 
CI 而 L(7) BLY) 的 一 个 固执 理想 ,或 者 L(X) 叶 I 而 BC(X) 门 
Ij BOO 的 一 个 固执 理想 . 


证 明 Jy I BOO CI BLD E LOO 的 一 个 固 
执 理想 , 由 定理 3.5. 2 8] BOO CC 1 40 1 是 一 个 pp- 理想 .利用 定理 
3.5.7 I =U (VXa)ia € LOO). Ңх,уЄ X — I, RIJE а,, 
a, € LX) — LO). ES LOO E LOO 的 一 个 固执 理想 ,所 以 az.， 
= а, жа, € LOU), HEI x * y € LRAT JE X ig ЕФ 

(Bit LOO S Emi BOO 1) I E BOO 的 一 个 固执 理想 . ER 
x»€X-—I.BXIJÉSB&.Haeoa, € ІХ) СТІ, z * a, € 
X 一 7 和 yx*oa EX 一 工 另 一 方面 ,由 定理 1.3.6, 8] z «a, Є 
B(X) Ж ужа, € BOO. 这 就 证 明了 zxaryx*ay € BOO 一 
BOO) LT 


[zx (ужа) жа, = G*aJD * (y *a,) 
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€ BUX) ПІСТІ 
这 儿 利 用 了 BOO OIE BCX) 的 固执 理想 . 结合 ca. € 118 
хє (ужа) € I. 因为 
[Ce x y) ж (0 * у) ] ж [z x (ужа,)] 
= ((z*y)*[z=* (y*a,)]} * (0 * y) 
< [Q *a,) * y] * (0 * y) 
= (0 *a,) * (0 * y) 
= (0 xa,) * (0 *a,) 
= 0, 
所 以 (x x у) x (Oxy) € L ERR a, Є ОКу=0*а, € I, 
我 们 得 z* y € 工 所 以 了 是 一 个 固执 理想 . 
必要 性 ”假设 I 是 X 的 一 个 固执 理想 ,由 定理 3. 16. 2, 或 者 
BOO C I, RELA) = LC). 利用 定理 3.16.3, 当 B(X)CT 时 ， 
LU) E L(X) 的 一 个 固执 理想 ; 当 上 (XX) = LD 时 ,BC(X) (1 1 E 
B(X) 的 一 个 固执 理想 . Г] 


借用 强 理 想 和 (x )- 理想 ,定理 3.16.3 可 以 重新 表述 如 下 . 


定理 3.16.$ 假设 1 是 BCI- 代数 XX 的 一 个 固执 理想 , 则 

G) WRBA) SIRRI EXHAR, 20) 是 
LOO 的 一 个 固执 理想 ; 

GD WR LX) = LU) , 那 末 了 是 和 的 一 个 (* )- 理想 ,而 
BOO N I E BOO 的 一 个 固执 理想 . 


现在 ,我 们 讨论 同 态 映射 问题 . 


定理 3. 16. 6(E. H. Roh, Y. B. Jun and S. M. Wei[1]) 假设 
X fü Y ВСІ- 代数 ,B(7) A (0). MRI EE X H—-P EAN ( x )- 
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理想 , 则 存在 同 态 映射 Г.Х» Y 满足 Ker(/) =f, 


证 明 ЕЖсЄ B(Y) 一 (0), ХҮ у 
0, >x € I; 
Ko-i EX-L 
BR Ker C) = LARE f 是 一 个 同 态 映射 ,分 四 种 情形 进行 . 
(1) ”如 果 z,y € 了 7, 则 由 定理 3.16.1,1 是 XX 的 一 个 子 代数 ， 
所 以 zx*y € І. Р 
jzxy) 一 0 一 0x0 一 (zc)x 大 (7y)， 
(2) ШЁх,уєЄ X-I 因 了 是 一 个 固执 理想 ,所 以 zx*yE 
І. FE 
Р(х xy) = 0 = c xc = Р(х) * f (y). 
(3) 如 果 zE7 和 yEX 一 7, 因 了 是 一 个 (* )- 理想 ,所 以 
z * y € I. T JE 
faxy) = 0 = 0*c = f(r) ж f(y). 
4) HRz€ X—I#ly6€I,Jl| zx y € X — І. +E 
fax y) = c = c x 0 = f(x) ж fly). 
总 之 ,对 任意 zx,y EX, fx у) = fG) ж fly). RUS X — Y E 
一 个 同 态 映 射 . [| 


下 面 的 结论 更 一 般 ， 

定理 3. 16. 6(S. M. Wei, Y.B. Jun and E.H.Roh[1]) if X 
和 了 是 BCI 代数 ,其 中 BCY) 关 (0) 5 СО). 如果 了 是 并 的 一 个 
固执 理想 , 则 存在 同 态 映射 f.X — Y 18 Ker(f) = I. 


证 明 由 定理 3.16.2, 我 们 知道 ,或 者 L(X) ALD 或 者 
BOO П 15 BCX). 
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G) 如 果 Z(X) ALC) , 任 取 一 个 aeE GY) 一 {0} ,我 们 定 
X f.X— Y HR 
0, z € I; 
fG) = a, r€ X-T І. 
显然 Ker(f) = I. МЕГЕ ТАБ. ER х,у € X. 分 四 种 
情形 讨论 . i 
(1)” 当 zx,y € 71, 因为 1 是 一 个 闭 理 想 (定理 3. 16.1) ,所 以 
r* y € fË ' 
fi*y)-0-—0x*0-/()x»fG). 
(2) 当 zE7T 和 yEX 一 工时 ,由 定理 3.16.3(i) RNA 
хт*уЄ 一 1 注意 a Є С(Ү) #8 0x*a = а, T E 
JG жу) =a = 0*a = f(x) ж fly). 
(3) ww<x€X-—I#ly6€IB,W]| zx y€ X-I TJ 
JG x y) = a = a x 0 = Р(х) x fly). 
4) 42 yEX—I AAT RHA RNA z y € I. 
于 是 
Jf(z xy) = 0 =a x 0 = f(x) * f(y). 
Gi H3 BCX) NIA BOX) Ra € BY) 一 (0), E X. 
f.X— Y Ж: 
0, z € I; 
JG) = a, z€ X — I. 
类 似 于 定理 3.16.5, 可 以 证 明 f 是 一 个 同 态 映 射 ,是 Ker C = I. 
п 


定理 3.16.7 假设 1 是 BCI- fü3 X M-TH. UIE 
的 当 且 仅 当 存在 一 个 BCL 代数 了 使 得 |Y | = 2 和 一 个 同 态 映射 
Р.Х -> 了 使 得 KerCP) = I. 
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证 明 ”假设 Y= (0,a},f 是 X 一 了 的 一 个 同 态 映 射 使 得 
Ker(f) 一 了 7 对 任意 xz,y € X — I, f(x) = f(y) = 4a, 因此 
fex у) = f(x) ж fly) = a *a = 0. 
由 此 得 zx*y € Ker(f) = 了 工 所 以 了 是 固执 的 ， 
相反 地 ,假设 了 是 一 个 固执 理想 . 由 定理 3.16.2,L(X) Z 
LDA, BCX) С Г) sk LOO = LI). ` 
м LIX 56 11), RY = {0,а), * 运算 为 :0xa 一 ax0 一 
а,0+0 =ажа = 0, (ү, x ,0 是 一 个 真 BCI- OR. 令 FX Y 
为 
0, z € I; 
JG) = N z€ X— I. 
由 定理 3. 16. 6 WERO 知 了 是 一 个 同 态 映射 , 且 Ker (O) = I. 
м LC(X) = І) H, RY = (0,4), * 运算 为 :0x*xa 一 0x0 一 
a*a-0,a*0-—a,W|(Y; x ,0) 是 一 个 BCI- 代 数 , 令 f.X 一 了 为 
0, z € 1; 
fa) = | z€X-I. 
由 定理 3.16. 6 BEBE Gi), / 是 一 个 同 态 映 射 且 Ker) = 7. [] 


3.17 = tt +T 


BCK- 代数 的 零 化 子 由 M. Aslam and A. B. Thaheem[ 2] 435 
提出 的 , Y.B. Jun, E. H, Roh and J. Meng[1] 将 这 一 概念 推广 到 
BCI- 代数 中 ,并 进行 了 初步 研究 . 


定义 3.17.1 BX ÆA BCI- 代数 ,4 是 XX 的 一 个 非 空子 
Ж. 则 集 
A* = (z € Xia*(a*x) —0 Mac A} 
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叫做 A BYR LF. 


显然 ,0 € A',X' = (0) ,如 果 А = {a}, fic (a}" 为 a*. 


例 3.17.1 VEX = (0,1,2,3), * XX 


ДХ; ж ,0) 是 一 个 BCI 代数 ,但 是 0" = (0,11 AX. 这 个 例子 说 
明 , 对 于 BCI- 代数 ,一 般 地 0" 5 X. 


定理 3.17.1 0* = B(X). 
WA Bre 0, Mo=—0* Oxxr) <x, Bl х= Є BX). X 
Elz € 0°. FÆ BCX) CO’. О" = BCX). П 


由 零 化 子 的 定义 , 易 知 下 述 结 论 


命题 3.17.2 iA fl BÆ BCL AMX HARSHER. UR A 
S B,N BY CA’. D) 


现在 给 出 一 个 有 用 定理 . 


定理 3.17.3 若 4 是 BCI- 代 数 和 的 任 一 非 空子 集 , 则 4" С 
B(X). 
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证 明 Px € X— BCX), а, = 0 * (0 х) 是 一 个 非 零 
原子 ,于 是 对 任意 < € 4 有 
a x (a x a,) = a, # 0. 
另 一 方面 ax (aa) < a x (ax z). 所 以 ax (a x z) £0. XM 
z & A' .这 就 证 明了 А" C BCX). 口 


命题 3.17.4 设 4 是 BCL 代数 和 的 一 个 非 空子 集 , 则 0 € 
4 当 且 仅 当 4 站 4: = (0). 


证 明 ”必要 性 ” 设 0€ AER z< € ANA’ Marx (z x z) 
= 0, z = 0. r A N A* = (0). . 
充分 性 BRR. O 


作为 一 个 推论 RATA WMR AEX H-E, АГ А” 
= (0). 作为 这 个 命题 的 一 个 直接 结果 ,有 


推论 3.17.5 如果 了 BCL 代数 的 理想 4 和 B 满 足 4 导 B' 或 
ВСА", АПА = (0). П 


定理 3.17.6 设 4 是 BCI 代数 和 的 一 个 非 空 子 集 , 则 > € 
A* 当 上 且 仅 当 对 任意 aE ABA a = a x x. 


证 明 ”如果 zE A, WHEE aE AH ax (avr) = 0. 但 
由 定理 3.17.3,4* CC B(X), FE 0 x = 0. 由 此 得 
(а* х) ға = (ажа) *х = 0x%*< = 0. 
所 以 a = аж х. 
相反 的 结论 是 明显 的 . П 
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定理 3.17.7 НАВС 代数 和 的 一 个 非 空子 集 . 则 4 "是 
X 的 一 个 闭 理 想 . 


证 明 设 xxy€ 4" 和 y€ A". 对 于 任 一 个 a € 4, 由 定理 
3.17.6, 
a-—ax(r*y),a-a*x*y 
TE 
а=а+*(х+*у) = (аху) ж (хжу) Saxe, 
a * (a * z) = 0. 
所 以 x € A". iX NKHEBH [,А" E X TEER. 
HX A С B(X), 所 以 A" 还 是 XX 的 一 个 闭 理想 . L] 


下 面 讨论 零 化 子 关于 同 态 映射 的 性 质 . 


EH 3.17.8 iXMY JE BCI- 代数 ,4 是 总 的 一 个 非 空子 
集 . 如 果 f:X 一 了 是 一 个 同 态 , 则 FCA") C ЛСА)". 


证 明 hy f(A4*) 和 6 € FCA) WET € A" fla € A 
满足 y = f(x) Жр = fla) TE 
bx (bx y) = fla) * (f(a) x f(x)) 
= f(a x (ax z)) 
= f0) 
= 0, 
这 就 是 说 y € fo». О 


定理 3.17.9 ÜZ X MY Æ BCL- 代数 ,B 是 Y 的 任 一 非 空子 
集 , 则 广 '(B* ) 是 包含 广 !(5) 的 一 个 闭 理 想 . 


第 3 章 ”理想 和 同 余 @ 231 5 


证 骨 hE 3.17. 7,B^ ЖҮ 的 一 个 闭 理 想 . 利用 定理 
1.7.1Gi) 知 , 广 !(B*) 是 X 的 一 个 闭 理想 . 
为 了 证 明 广 !(B) 己 广 1(B'), 任 取 z€ 1(B8)". 则 对 每 个 
b € BAS (Б) * (f b) x z) = 0. 由 此 得 
bx (bx f(x)) = f(f -1(b)) ж FF 710) ж fi» 
= fg ox osx») 
= f) 
= 0, 
因此 f(r) € Bt, Ba € (В). L) 


定理 3.17.10 AM B rm] BCI 代数 入 和 了 的 非 空子 
集 , 则 

G) A* X B' = (Ах В)", 

Gi) X/A* x Y/A* = (X XY)/(A X B)'. 


证 明 (D 证 明 如 下 ， 
(AX B)* 
= ((%,y) € X X Yi(a,b) * ((a,b) * (х,у)) 
= (0,0) V (a,b) € AX B) 
= {(r,y) € X X Y ,(a * (a x =),b* (b * y)) 
= (0,0 V (a,b) € А х B) 
= ((х,у) € X X Y ;a x (a x z) = 0, 
bx (ржу) = 0 V (a,b) Є AX B) 
= (z € X:ax (awxz=) =0 Va€ ASX 
(y € Ysib* (bx y) -0 WOE Bj 
—A*xEB'. 
Gi) ERA’ X B" 是 人 XXY 的 一 个 理想 ,考察 自然 同 态 : 


у 232 ФВСІ- К 51 


7x:X > X/A* XXL 7x02 = C, V < € X; 
У > Y/B' ,这 儿 六 (>) = C, V y € Y. 
定义 上 映射 f:X x Y > X/A* X Y/B' HBV (т,) € X Xx Y, 
Р(х,у) = (C,,C,). 显然 了 是 一 个 满 同 态 . 因为 
Kerf = {(т,у) € X X Y: f(z,y) = (С,,С,)} 
= ((%,y) € X X Y ,(C.,C,) = (С,,С,)) 
= ((%,y) € X X Y:C, = С,,С, = C.) 
= {(ту)ЄХХхҮ.хЄ A*,y€ B°) 
= А xB’, 
由 同 态 基本 定理 和 (i ,我 们 有 
(X X Y)/(A X B)' — X/A' X Y/B'. L] 


现在 借助 于 零 化 子 讨论 BCI- 代数 闭 理想 格 的 构造 . 


命题 3.17.11 设 X 是 一 个 BCK- 代 数 ,4 和 B 是 XX 的 理想 ， 
ШАП В = (0)eAC B". 


证 明 ”必要 性 RAN B= (0). Ra € 4, 对 任意 bE 
В, ВСІ-2, #109 5 * (6* a) <a, ffl b xa) € 4. 男 一 方 
面 ,由 于 X 是 BCK- 代数 ,我 们 有 5x (ó xa) < b, HU b * (Ó * a) 
€ B. 综 上 所 述 ,我 们 有 5x (Oxa) САП B= (0), 即 bx (Ó xa) 
= 0. 这 表明 a € B'. ЦАС В". 

充分 性 ”由 推论 3. 17. 5 可 得 ， 口 


对 于 BCK- 代数 X,M. Palasinski[1] 证 明了 :X 的 闭 理 想 格 
《CI(X); М, A) 是 分 配 的 , 结合 命题 3. 17. 11, 我 们 知道 (CT(X); 
V, A) 是 一 个 有 伪 补 的 分 配 格 . 但 是 对 于 BCI- 代数 来 说 ,这 一 重 
要 结论 不 成 立 , 在 本 章 第 4 节 已 说 明 过 . 现在 进一步 说 明 , 即使 对 
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某 些 BCI- fO X, (CIX); V, M 是 分 配 的 ,但 不 是 有 伪 补 的 . 


例 3.17.2 i X = (0,1,2,3), « ЖШТ: 


ор) 


0 2 


0 
0 
1 
2 
3 


wn — ojx 
о момо Oje 
= Ф WwW NIN 
O ow t 


MW CX ; * ,0) 是 一 个 BCI- 代数 ,CI(X) = {{0},{0,1},{0,2},X}. 
ONE 注意 到 {0,1) N (0,2) = (0) [R (0,2) 不 是 


(0,1) 0) 的 子 集 . 所 以 CI CX 不 是 有 伪 补 的 . 
定理 3.17.12 UE X R — 4 BCL 代数 . d RCK); V, 
A) 是 有 伪 补 的 分 配 格 , 则 X 是 一 个 BCK- 代数 . L] 
3.18 Я 余 


同 余 是 一 般 代 数 的 重要 概念 之 一 . 本 节 将 讨论 BCI- 代数 的 同 


定义 3.18.1 设 0 是 BCI 代数 上 的 一 个 等 价 关 系 , 即 9 满足: 
对 任意 х,у, € X, 

G) (2х) € Ө; 

Gi) (zy) € 0 ZR Cy € 0; 

Gi) (х,у) € 0fl(y,2) € OM (zz) € 0. 

我 们 称 6 是 关上 的 一 个 同 余 , 如 果 9 有 减法 性 质 : 
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(х,у) Є Ө#(и,0) € 9 蕴涵 (zxu,yxv) € 0; 

我 们 称 9 是 上 的 一 个 左 同 余 (L- 同 余 ), 如 果 对 任意 wu € X, 
(х,у) € ORM (ux xu * y) € 0; 

我 们 称 2 是 和 上 的 一 个 右 同 余 (CR- AR), RE иЄ X, 
(х,у) € 0 蕴涵 (zxu,y*u) € 6; 

我 们 称 0 是 和 上 的 一 个 理想 同 余 CT- AR) ,如 果 存 在 扎 的 一 
个 理想 1( 诱 导 理 想 ) 使 得 (z,y) E0 当 且 仅 当 zx*yE7T 和 yxzZE 
7. 如果 了 还 是 一 个 闭 理 想 , 则 称 6 是 一 个 闭 理想 同 余 (CI- ВФ). 


今后 也 将 记 (z,y) € 0X9 x ~ y(9). 下 述 两 个 结论 容易 验证 : 

(1) “理想 同 余 必 是 同 余 ( 见 定理 1.6.1); 

(2) 0 是 一 个 同 余 当 且 仅 当 6 既是 一 个 L- 同 余 也 是 一 个 R- 
In] s. 

对 于 和 上 的 等 价 关系 0, 我们 将 记 等 价 类 {y:? ~ (001 为 
C ERWA С.) „10 Х/0 = {Crt € X). 


定理 3.18. 1(Z.M. Chen апа H.X.Wang[1]) m2 0 E 
BCI- 代数 和 上 的 一 个 L- 同 余 , 则 C, 是 X 的 一 个 闭 理想 . 


证 明 显然 0E Co 假设 zx*yEcCs 和 yyEC 则 zxy 一 
00) жу ~ 000). НУО, Ну ~ 000) 得 zx*y 一 Zx0 一 
200). 结合 zx y ~ 000), RTA z — 0(0) , B|] = € Cy. УС, ЖХ 


的 一 个 理想 . 
进一步 ,如 果 工 € С,, zc ~ 068). Нох ~ 0*0 = 000), 
охх € Co. MU C, REX А — ИВ. O 


定理 3. 18. 2(Z. M. Chen and H. X, Wang[1]) 0 Æ BCI- Қ 
HX EHA I- 同 余 当 且 仅 当 0 是 和 上 的 一 个 CT- 同 余 . 
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证 明 ”充分 性 是 显然 的 . 现 证 必要 性 . 设 9 是 上 的 一 个 理 
想 同 余 , 其 诱导 理想 为 I Ш — yO) 当 上 且 仅 当 xx*xyE€7IT 和 yxzx 
€ 了 .因为 每 个 二 同 余 都 是 同 余 ,由 定理 3.18.1,C。 是 XX 的 一 个 
闭 理想 . 我 们 用 8 记 由 Co 诱导 的 CI- 同 余 , 则 xz — y(@') 当 且 仅 当 
r*y€O fü y * = € Co. 现 在 仅 需 证 明 ;zx ~ y(0) HRH ~ 
yO). BR x ~ y (0) Ж z (D. 相反 地 ,如 果 z — yO, 
xr*yC€lf»x*ze€ 因为 

[Ox (z < y)]* y z) = [(z * z) * (z * у) ] * yx z) 

—0cl, 

所 以 0x (zx y) € L Tie x y) x 0 = z=* y € I, TERNA < x y 
~ 00D, Bl x x y € Co. 同 法 可 证 yxx € C, Axe — у(0). D] 


我 们 用 LCOO ,RCOO ,CCX) ,CIC(X) CCX) 分 别 表示 
BCI- 代数 关上 的 所 有 左 同 余 , 右 辣 余 , 同 余 , 闭 理想 同 余 , 理 想 同 
余 的 集 . 它们 有 如 下 关系 : 

IC(X) = CIC(X) & C(X) C LC(X),RC(X); 
C(X) = LC(X) N КС‹Х). 

对 于 0 E СОХ), EX X/0 上 的 运算 x 为 :对 任意 zx,y E X, 
C, * С, = Cra ys EMER TX > Х/0{й1ф A(z) = C,. 显然 + 是 一 
个 同 态 映 射 . 


例 3. 18. 1(A. Wroski[1]) М = (0,1,2,),A = {аыл 
€ N) fl B= (binc М). Х= МАЦ В, ЕХ Eig X. x ја 
算 为 :对 任意 nm € N, 

0， n < т; 

п хт 一 

п — т, п = т, 


n xa, = n xb, = 0, 
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b, * n = Бы, 
G, * N = Anim 
a, * a, = b, * b, = 
a, * Om = а, * a,,+1 ° 
b, * a, = b, * b, +i 


HAE XL a Lb HHRH а «5 = 0. FREE, <) 是 一 个 偏 序 
集 , 序 关系 图 如 下 : 


Co b, 
| | 
а, b, 
| | 
а; b, 
| | 
à; b, 
2 
| 
1 
| 
0 


现在 我 们 验证 (CN U А; x ,0) 满足 BCI-1. 事实 上 ,对 任意 л,т,5 
€ N, 仅 需 考 虑 下 列 8 种 情形 : 
(1) ns m, 
(a, * s) * (а, * am) = Any, * (m — n) 
= Antst+(m—n) 
= amts = An X S$ 
(2) n> т, 
(a, * 5) * (a, * An) = Ants * 0 S amts = а, 5; 


(3) п< жт, 
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(a, * an) * (a, * s) = (m — п) * a,,, = 0 = s * am; 
(4) n2 т, 

(a, * an) * (а, *a,) = 0 * (a, * a,) = 0 <Ç a, * an; 
(5) m s n itl 

(a,*a,) * (а, жа,) = 0 * (a, * a,) = 0 <Ç a, жа,; 
(6) m>nÈ>s, 

(а, * a,,) * (a, * a,) = (m — п) * 0 

=< m — s = a, x Qn} 

(7) m> s> n, 

(a, * adn) * (a, жа,) = (m — n) ж (s — п) 
(m — n) — (s — n) 


= m — 5 = a, * An} 


(8) 52 т> п, 
(a, * am) * (а, жа,) = (m — п) * (s — п) 
= 0 = а, *а„. 

而 N U A ЖК Е z 0 = z A BCI-4. 由 定理 1.1.6 知 (NU А; 
x ,0) 是 一 个 BCI- 代数 .而 0* 工 = 一 0 显然 成 立 , 所 以 (NU А; є, 
0) 还 是 BCK- 代数 . 

类 似 地 可 证 (N U B; * ,0) 也 是 BCK- 代数 . 

容易 看 出 LN UA; x ,0) 和 (CN U В; + ,0) 同 构 ,并 且 (XX; +, 
0) 满足 BCK-4 fH xz * 0 = х. X TUWE X; + ,0) 是 一 个 BCI- 代 


数 ,只 需 验证 X 满足 BCK-1, 这 只 要 验证 下 列 各 式 就 够 了 :对 任意 
nm,s Є N, 


(9 (s*a) x (S * bm) < b, x Ans 
(10 (a, * 5) * (a, * b,) < b, * s; 
(11) (a,*b,) * (a,* s) < s * bms 
(12) @, *а,) * (b,x An) <ç a,, * an; 
(13) (a,*)b,) * (a, * On) < an * bs; 
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(14) (a, * dn) * (a, * bj) < b, * An. 
因为 xa, = s* b, 二 0, 所 以 (9) 成 立 . 
因为 
(a, * s) * (a, * b,) = (a, * s) * (a, * Ans) 
Фа, * S = Amyst 
< bms = bm * s f 
这 几 利 用 了 (N U A; x ,0) Ж BCK- 代数 ,所 以 (10) 成 立 . 
B a, * b, = а, * any € Nya, ws = anys € А, 
(a, * On) * (a, * s) = 0 < xD 
(11) 成 立 . 
HCN U B; x ,0) 是 BCK- 代数 ,我 们 有 
(6, * а„) ж (Ó, * an) = (b * bui) * (6, * 5,44) 
S Р, ж Ё, = bn * b, 
= a, *a,, 
(12) 成 立 ， 
利用 CN U A; * ,0) 是 一 个 BCK- 代数 ,我 们 有 
(a, * b,) * (a, * On) = (a, *а,41) * (a, * a,) 
< a, * a4, = a, * b,, 
(13) 成 立 . 
因为 
(a, * Am) * (a, * s) = (a, * an) * (a, жа) 
«аф жа, < a, * a, 
S а, жа 
= B, * bnt1 
= b, x Ams 
所 以 (14) R. 
我 们 已 证 (XX; * ,0) 是 一 个 BCI- 代数 . 
分 划 {N,4,B) 在 广 上 确定 一 个 等 价 关系 :Y т,уЄ Xy 
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当 且 仅 当 z 和 y 属 于 {N,A,B) 中 同一 个 集合 . 下面 验证 一 还 是 XX 
上 的 同 余 关系 , 分 3 种 情形 讨论 ， 

ЖІ, zx EN 和 yE€N. 

对 任意 nn € N, 我 人 有 zxnEN 和 yxn€N, 妈 xxn ~ 
y*n AER, nx у, 

MER a, € A RIJA z *a,=yxa,=0EN, MU a, ~ 
y*à,;ü,*r—a,4,€ Asa, * y = angy € A. а, * z — a, * y. 
同 法 可 证 ;VY 5, Є B,z žb, ~ y * b, fll b, * z ~ b, * y. 

B2, z€ Aflly € А. HMR z = a,,y = an 
对 于 任意 *E N ,我 们 有 
a, * S = ann Є A, 
a, * S = d44, € А, 
sSxa,= s*wa, = 0 EN, 
FELA а, #5 ~ a, *5 ужа, ~ s*a,. 
对 于 任意 a, € А, RIE 
а, *а, € МЖа,*а, Є N, 
а, xa, € Ма, xa, Є N, 
所 以 a, * a, ~ an жа, Ма, жа, ~ a, * An. 
MER b € B8, 我 们 有 
a,*b,—a,*a,, € N, 
a,*b,-—a,x*a,,, € N, 
b, * a, = b, ж, € N, 
b, * am = b, * bm € N, 
а, * b, ~ an * b, FI b, жа, ~ b, w An. 
第 3, хЄ B#ly € B. 与 第 2 种 情形 相似 ,可 证 对 任意 z € X, 
XxzZ~ ужа еж л ~ у, 
以 上 证 明了 ~ 是 X 上 的 一 个 同 余 . 
和 关于 一 的 商 X/ 一 = (N.A,BI.HTAxB=BxA=N, 
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МЕК X/ — HBR (BE AZ В. 所 以 商 代 数 (X/ 一 ; 


这 个 例子 是 一 个 著名 的 例子 , 它 说 明 一 个 BCL 代数 关于 一 个 
同 余 关 系 的 商 代数 可 能 不 是 一 个 BCI- 代数 , 即 BCI 代数 类 不 构 
成 一 个 代数 簇 . 应 当 注 意 的 是 ,BCI- 代数 定义 中 的 4 个 条 件 ,前 3 
条 是 方程 ,而 第 4 条 不 是 方程 . A. Wroski 的 例子 中 , 商 代数 正好 
不 满足 第 4 ж. 由 此 可 以 给 出 下 述 结果 . 


定理 3.18. 3(Z. M. Chen and H.X.Wang[1]) #0 Æ BCI- 
代数 和 上 的 一 个 同 余 , 则 下 列 条 件 彼此 等 价 ， 

G) хжу ~ 000) #l yx ~ 0(0) 238 z ~ yO); 

Gi) 0 与 Co 诱导 的 理想 同 余 相 同 ; 

Gü) (X/0; x ,Co》 是 一 个 BCL 代数 . 


证 明 MG) 假设 x+ 和 y 关 于 C6 诱导 的 理想 同 余 是 同 余 
Wax y E CM y l ax E Cj, лж у ~ 00600 fy x ~ 060). 
H G) 得 xz ~ у(0). 

相反 地 ,假设 z 一 y(0), 则 C. = C,. 因此 

C,,, = C, x C, = Cos 

Cpe = C, * C, = Co, 
所 以 zxyE C, fl y * = € C, RRA c fü у X: T. C, ФН 
同 余 是 同 余 的 . 

өз») 假设 (ii) 成立, 则 六 /8 = X/C,. HEH 1.6.2, 
(X /0; * ,Co 是 一 个 BCI- 代数 . 于 是 (iii) BOW. | 

GDG) WMF rx y~ 000) #l y * <= ~ 060), 

C: * C, =C,., = Cos 
C, * C, = С,,. = Co. 
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на) 知 X/Ce 是 一 个 BCI (REX, ALAC, = C, Bl x — yO). X 3€ 
BH (1) 成 立 . Г} 


类 似 地 可 以 证 明 . 


定理 3.18.4(Z.M.Chen and H.X.Wang[1]) 假设 0 是 
BCI- 代数 的 一 个 L- 同 余 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

G) zxy~ 0(0) fll y*w z ~ 000); 

Gi) 0 55 C, 诱导 的 理想 同 余 相同 . D) 


Hit 3.18.5 如 果 BCI- 代数 X 上 的 每 一 个 同 余 都 是 理想 同 
余 , 则 映射 SCX) — CICCX) 使 得 Y 9 € C(X),f(0) = C4 是 一 
对 一 的 . Г] 
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第 4 章 几 个 重要 的 子 代 数 


从 前 三 章 的 讨论 知 , 对 于 任 一 个 BCI- 代数 X,BCK- 部 分 
BOO ,p- 半 单 部 分 L(X) ,结合 部 分 G(X) ,和 拟 结 合 部 分 Q(X) 
AEX ATRE. 在 第 2 章节 2, 我 们 已 证 明了 QCX) 还 是 对 的 一 
个 理想 . 在 第 1 章节 6 证 明了 B(X) 是 外 的 一 个 理想 .但 是 一 般 地 ， 
G(X) fl LOC) 不 是 XX 的 理想 .在 什么 条 件 下 ,它们 是 鲜 的 一 个 理 
想 呢 ? 这 是 本 章 要 讨论 的 重要 内 容 . 

为 了 方便 读者 ,首先 回顾 一 下 这 些 符号 的 意义 ， 

B(X) = (z € X.0< zx) 

= (r€ X:0 x< = 0), 

L(X) = (z € Х;0* (0 * z) = x) 

= (0 x (0 x z=):z € X) 
= (0 x 7:2 € X), 

G(X) = (z € X:0*z = z), 

Q(X) =U {У(а);а € G(X)} 

HE X XI GOD = QOO N LOO,BOOD C QOO. 


4. 2- 半 单 部 分 


本 节 讨论 在 什么 条 件 下 LL(X) 是 XX 的 一 个 理想 . 由 此 问题 的 
解答 引入 了 一 类 BCI- 代数 . 这 个 问题 分 别 由 W. P. Ниапа[1],]. 
Meng and X. L. Xin[3],Q, Zhang[7],M.KondoL21 子 以 解决 . 
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定理 4. 1. 1(J. Meng and X. L. Xin[3]) X E—4- BCI- f& 
数 , 则 下 列 条 件 彼 此 等 价 :对 任意 xz € X a,b € LOO 

G) L(X) Æ X 的 一 个 理想 ，; 

Gi) z*b = a+b z = a; 

Gii) x*a = Оха Ж z = 0; 

Gv) хжа = yxa Ё х = у. 


证 明 SGD 设 ZX) 是 和 的 一 个 理想 . 如 果 a #ll b JE 
IRF Wax b 亦 是 原子 , 因此 由 x*6b 二 ax5b 得 x*6 E LAX). h 
b€ LIX) ALX) 是 理想 知 ,z € LC(X). 于 是 由 定理 1. 3. 1Cviii) 
18 bx r= 0x (z x b) = 0x (a x b) = 二 bxa. 由 此 得 

x—bx(b*xx)-—bx*(bx*a)-—a. 
Gi) 成 立 . 
Gi)> Gi) 平凡 的 . 
(1)=2 (01у) 设 a EL(X) 且 xxa 二 yxa, 则 
(mxy)wa = (хжа) жу = (ужа) жу = 0xa. 
由 Gii) x * у = 0. [B] iE RT UE y x z = 0. BEDA z = у. Gv) 成 立 . 

Qv) (0) Ёлка € L(X) Жа € LOO. HEX 1.3.6, 
хжа = а, *а. BA Gv) f z = а, € LOO. XA LOO E: X i 
一 个 理想 . G) 成 立 . 口 


定理 4.1.2(W.P.Huang[1]) LOO 是 XX 的 一 个 理想 当 且 
M24 V х,у € BOO fl V a,b € LOO, 
zxa = y*b х = у а = b. 


证 明 设 L(X) ЕХ, H ra= yx bX JU х,у 
€ BUX) fila,b € L(X). JERR 0 * x = 0 * y = 0, {ТВ 
а= 0x (0 xa) 
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= (0* x) * (0 xa) 
= 0* (z xa) 
= 0 ж (уж 2) 
= (0 * у) * (0 x 5) 
= 0* (0 * b) 
=b, 
因此 zxa = ужа. 由 此 得 
(хжу) жа = (хжа) ж у = (ужа) жу = 0*a. 
利用 定理 4. 1. 1(iii) Ж z * y = 0. [8] EB BT E y * z = 0. 所 以 z=y. 
必要 性 得 证 . 
充分 性 得 显然 的 . Г] 


定理 4. 1. 3(J. Meng, S. M. Wei and Y. B. Jun[ 1) LOO 是 
XX 的 一 个 理想 当 且 仪 当 Y¥Y x E XMVOE LX), 
x= (rxb)x*(0xb). 


证 明 设 L(X) 是 XX 的 一 个 理想 且 5 € LIX) WHER x 
€ X, 
(Tx ((z*b)* (0 *b))) x b 
= (< x b) ж ((% * b) + (0 +Ь)) 
= 0 * pP. 
由 定理 4.1.16ii) 得 zx ((хж b) x (0 b)) 二 0. 另 一 方面 ， 
(Cx * Б) ж (O * b)) x zx = (Ca¥ zr +») ж (0+) 
= (0 * b) ж (0 * b) 
= 0. 
FELI х = (x x b) ж Cx b). 必要 性 得 证 . 
相反 地 ,假设 对 任意 zE 和 和 2E 工 (X) 有 
x = (w x b) ж (0 x Ё). 
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如 果 zxa € LOX) Ma € LX) JERS z xa € Via, *а), 400] 
# x *a = a, * a. 于 是 

r= (x¥a)* (0*a) = (a,*a) * (0*a) € LCX). 
RRELA) Æ X 的 一 个 理想 . 充分 性 得 证 . LJ 


推论 4.1.4(W. P.Huang[1]) LOO E X 的 一 个 理想 当 且 
仅 当 对 任意 zxE 和 存在 唯一 的 xE BOO 和 唯一 的 v € LOO 使 


18 х = u x v. 


证 明 “如果 xzeE B(X)#lo € LOO E x = ux, Hew 
4.1.3 = = (z xa,) * (0 xa.) KIL z xa, € BOX) Ж 0 * a, € 
LC(X), 因 此 

u xv = (хха,) x (0 x a,). 
HEM 3.1.2 48 u = z * a, о 二 0xazs. 所 以 分 解 式 z 一 wxv 是 
唯一 的 . Г] 


SEE 4.1. 5(J. Meng, S. M. Wei and Ү.В.]ип[1]) L(X) 
RXBM—TATEBHÍIXMVycXfI V a,b € LOO 
(5) (x*a)*(yxb) = (z * y) * (axb). 


证 明 设 L(X) 是 XX 的 一 个 理想 且 x,y€ XX 和 a,b € L(X). 
因为 
(((х ж у) ж (axb)) x ((хжа) ж (y*b)))xa 
= (((хжа) ж ((хжа) * (y * b))) * y) ж (axb) 
Ф ((y * b) жу) x (a x b) 
= (0 * b) x (a * b) 
= 0*a, 


由 0xa € LO Al 
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(С((жх *у) ж (а+Ь)у) x ((т+а) ж (уж Ь))) жа = О жа. 
由 定理 4.1.1010) 得 
(1) ((z=*jJj)=*(a*wb) ж ((тжа) ж (yxb)) = 0. 
由 于 
(Ga) (yxb)) x ((z * у) ж (a *b))) * (a * b) 
= (C(x x (a *b)) x (Cae y) є (a *b))) x (уж b)) жа 
< ((х ж (z *xy)) ж (y* b)) жа 
< (уж (у *2)) #а 
= фжа 
= 0* (a * b), 
我 们 有 
(C(x жа) ж xb) x CCrx y) ж (ak 5) * (a * b) 
= 0 x (a * b). 
利用 定理 4. 1. 3Giii) 得 
(Cr *a)* y DD) * (Cc y) * (a *b)) = 0. 
结合 (1) 得 
(Z xa) ж (y x b) = (xz + у) * (a x b). 
G) йу. 
相反 地 EG) 成 立 .如 果 zxa = ужа а € L(X), 则 由 
(i) 得 
Z * y = (Z x y) є (ажа) = (хжа) ж (ужа) = 0. 
HER yx r= 0. 所 以 zx = y. 由 定理 4.1.1,L(X) 是 XX 的 一 个 理 


受 此 结果 的 启发 ,引进 下 述 映射 . 设 关 是 一 个 BCI- 代数 ,映射 
p:X > X 被 定义 为 :V z € Х,р(т) = xa. RABY p(X) С 
BCX). 借助 于 这 个 映射 ,我们 给 出 工 (X) 是 理想 的 一 个 条 件 . 
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引 理 4.1.6 a € LOO HANA p(a) = 0. 
证 明 平凡 的 . 口 


定理 4.1.7(J. Meng, S. M. Wei and Y.B.Jun[2]) L(X) 
E X ЕНИ p € Hom(X). 


证 明 设 L(X) 是 X 的 一 个 理想 ,由 定理 4.1.5， 
Р(х+*у) = (Ty) *a,,y 
= (m * y) * (a, *a,) 
= (хжа,) * (y *a,) 
= р(х) * ply). 
因此 p € Hom(X). 
相反 地 , Hb p € Hom(X). ШЖ z« y,» € LOO, 由 引 理 
4.1. 6 得 
p(x) = р(х) #0 = р(х) x ply) = plr * y) = 0. 
所 以 x € L(X), 即 L(X) 是 X 的 一 个 理想 . D) 


EER 4.1.80]. Meng, S. M. Wei and Y. B. Jun[1 D LCX) 
E X 的 一 个 理想 当 且 仅 当 存 在 f € Hom(X) 使 得 对 任意 a € 
LX), f lva Æ V (a) 到 BOX) 上 的 一 个 双 射 ， 


证 明 设 L(X) 是 一 个 理想 . 由 定理 4.1.7,p € Hom OO. fm 
#zx,yC€C Vall z y,ji|z x уз 0 ужлху 0. 由 定理 4.1.5 
得 

lvo z) x pilva СУ) = p(x) ж py) 
= (хжа) ж (ужа) = (4 * y) * (ажа) = < * y. 


同 理 Plyw(y) * Ply (z) = y* zx. 因此 р(х) x р(у) Z 0 或 
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Ply) ж p(x) A 0. 这 就 是 说 plvo, Æ V (a) 到 ВОХ) 的 一 个 单 射 . 
对 于 任意 x € B(X), 由 定理 1.3.6 知 zx (0xa) EV(a), 于 
是 
Руко (z * (0¥a)) = (rx (Oxa))xa 
= (z*a)* (0 xa) 
= т. 
3X X BH p [vo FEV (a) 8] BCX) 的 一 个 满 射 . FEL P lva E V (a) 到 
B(X) 的 一 个 双 射 . 
相反 地 , 设 存在 一 个 f € Hom(X) 使 得 对 任意 a € LOO, 
Дуо Æ V (a) 到 ВОХ) 的 一 个 双 射 . 易 知 f(a) = OV a € LOO. 
因此 对 任意 zx eC X MOE LUX), 
f C(x * b) ж (0 *b)) = (F(a) ж /(%)) ж (ГСО) x f(b)) 
= (f(a) = 0) ж (0 * 0) 
= f(x). 
H T х Ge b) ж (0 x b) 在 同一 分 支 ,所 以 
x= (mw x b) x (0 x b). 
由 定理 4.1.3,L(X) 是 和 的 一 个 理想 . L] 


Ж Q.Zhang[7] 也 得 到 了 定理 4.1. 3 和 定理 4. 1. 5. 


4.2 KL- 8 BCI- 代数 


BOX; *|,0,) AY; * ,,0) 是 BCI- 代数 , 则 (X x Y; * ,0) 
亦 是 BCI- 代数 ,其 中 0 = (0,,0:0, * 定义 为 Y (х,у), (оу) € 
X X Ys Gio y0 * Go y) = (T, * 1 £2191 * у). ШЖ X 是 一 个 
BCK- 代数 ,了 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 , 则 (和 x Y; * ,0) 是 一 个 
KL- 积 BCI- 代数 . 它 的 一 般 定 义 如 下 ， 
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定义 4.2.1 一 个 BCL 代数 六 叫做 KL- 积 的 , 如果 存在 
BCK- 代数 Y 了 和 p- 半 单 BCI- 代数 Z d X = Y x Z. 


关于 积 代数 的 原子 和 分 支 , 我 们 有 


定理 4.2.1 (X; ,00 MY; x 2,02) 是 BCI- 代数 . 则 
LX XY) = LOO X LOO ;对 任意 (a,6) € LX XY), V С(а,Ь)) 
= V(a) x V(b) Ф, BCX x Y) = BCX) x BO». 


证 明 设 a € LX) 和 4 €e LX). MER z € X #l y € 
Y WR (x,y) * (a,b) = (zx a,yw,b) = 0, z «1a = 0, Ж 
yx,b=0,. Жл = а, у = Б, (х,у) = (a,b). HRM LOX) X 
LO) € L(X x Y). 

JH HA (2,6) € LOX x YO. HER x € X, nli z * a = 
0; 102,2) x (а,Ь) = (Cr*,a,b*, b) = (0,0 = 0. H (a,b) € 
L(X x Y) #l(z,b) = (a,b). FÆ x = a XRH a € L(X). 同 理 
b € LOO. BRA LOX x Y) C LOO X L(Y). 

综 上 所 述 ,L(X X Y) = LOO x LO). 

ж (x,y) € УС(а,&)) ЩКа, 6) << х,у). KB Fa < xb < 
у, x € Via) f y € VO). BE V ((a,b)) C У (а) X VOD. f 
反 地 , 若 (z,y) € V(a) XV) M| zc V (a) fll y € VO). E|] a < 
a Lbs у ЭХ ТР Ga b) < (х,у). Airy) € V (la b). IE 
HAS Via) X V(b) SV ((a,b)), PRL V ((a ,b)) = V (a) x УФ). 

口 


定理 4.2.2 ZL(XXY) 是 王 X 工 的 一 个 理想 当 且 仅 当 元 (对 ) 
Al LOO 分 别 是 X 和 了 Y 的 理想 . 


WAR UE LOO ALO) 分 别 是 X 和 了 了 的 理想 , 且 (z,y) Є 
和 XY, 即 zEX 和 >Ey. 对 任意 (ea 六 € LIX Xx Y), Hee 
4.2.1,a € LOO fb € LOO. 利用 定理 4.1.3, 
x= (rx*i(1a)*,(0,*a), 
y = (y *, b) * ,(0; * a). 
所 以 
(х,у) = ((х,у) ж (a,b)) * (0 * (а,Ь)). 
由 定理 4.1.3, LOC X Y) E X x Y 的 一 个 理想 . 
相反 的 证 明 是 容易 的 . 口 


推论 4.2.3 设 和 是 一 个 BCK- 代数 ,了 是 一 个 pp- 半 单 BCI- 
代数 , 则 {(0,a):a € Y) = L(X x Y) E X XY 的 一 个 理想 . 


证 明 因为 L(X) = {0},L(Y) =Y ТУД LOX x Y) = (C0, 
a) :a EY). 显 然 {0}) MY DHX ALY 的 理想 ,因此 {(0,a):a € 
Y) J: X XY WHR. O 


现在 我 们 给 出 KL- Я BCI- 代数 的 理想 刻画 . 


定理 4. 2. 4(J. Meng and X. L. Xin[3]) “一 个 BCL 代数 和 是 
KL- 积 的 当 且 仅 当 L(X) Æ X KEE. 


WB] 设 L(X) 是 XX 的 一 个 理想 .定义 映射 g:X > ВОХ) х 
LOCO 使 得 VY x € X,gGz) = (z *a,,a,). Wl g BR PIER: 
(1) g Є Hom(X,B(X) x L(X)). 
事实 上 ,由 定理 4.1.5 知 Үх,уЄ Х 
g(z* y) = ((z=* y) xa,.,,aG;,, ,) 
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= ((m=* у) є (a, #а,),а, жа,) 
= ((47* a,) * (ужа,),а. * ay) 
= (T * a,,a,) * (£ xa,,a,) 
= р(х) x gly). 
(2 & 是 一 个 单 射 
如 果 g(z) = g(y) W Cr x a,,a,) = (y*a,,a,), B|] > * a, = 
ужа, Ma, = a, Fl xz xa, = y*a,. HEM 4.1.1,z = y. Ц 
g 是 一 个 单 射 ， 
(3) g 是 满 的 . 
对 任意 (y,z) € BOO X LOO Ay € BOO #l z € L(X). 
© xz = уж (0 * z). W 
a, = a > (0 * z) 
= a, * (ao * a,) 
= 0 * (0 * z) 
= 7. 
因此 
SCZ) = (m= * a,,a,) 
= (Cy * (0 * z)) * zz) 
= ((y wx z) x (0 * z) ,z) 
= Cy,z). | 
综 上 所 述 ,g 是 一 个 同 构 映射 . РТИ X 是 天 元- 积 BCI- 代数 . 
HLH, it X Æ KL- F BCI- 代数 , 即 存在 BCK- 代数 了 和 p- 
半 单 BCL 代数 Z fef X = Y x 2Z. 记 /为 X 到 YXZ 上 的 同 构 
映射 . 则 LOX) = СУ x 2)). 推论 4.2.3 告诉 我 们 ,L(Y X 
Z) E Y X Z 的 一 个 理想 .所 以 L(X) 是 和 的 一 个 理想 . [] 


作为 上 述 结 果 的 一 个 应 用 , 现在 讨论 在 什么 条 件 下 , 一 个 
BCI- 代数 的 所 有 子 代数 是 理想 ， 
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定义 4.2.2 БЕХ ®—1 BCK- КЖ. UR X 的 每 个 非 零 
元 素 均 是 集 X-{0} 关于 BCL 序 的 极 小 元 , 则 称 X 满足 条 件 (4)， 


定理 4. 2. 5(W. P. Huang[3]) ”假设 X 是 一 个 BCK- 代数 , 则 
下 列 条 件 等 价 ; 

G) XWBXITCO; 

Gi) (V zy E X)(z x y Æ 02>z= * y = z); 

(ш) XB ST THU UE X 的 一 个 理想 ， 


ШЕЯ =») ”显然 . 

000) 设 3 是 和 的 一 个 子 代 数 , 并 且 zx*yE3S 和 >E 
S. ШЖ z < y = 0,1 z < y. b x € 5. Ш z x y Z 0, H Gi), 
xx y= x. Дх € 5S. 这 说 明 S ЕХ OP. 

üi)-() Ra X -— (0), 05 = (0,a) E X —1 
子 代数 . 由 (iii),S 也 是 和 的 一 个 理想 . HR г< а, Д zx a = 0 € 
S. 所 以 zE 5. BIER = 0 нй x = a. 这 就 是 说 ,a 是 X 一 {0} 的 
一 个 极 小 元 . G) 成 立 ， 0 


定理 4.2. 6(W.P. Huang[3]) Bit X 8—1 BCI- 代数 , 则 
X 的 每 个 子 代 数 是 外 的 一 个 理想 当 且 仅 当 和 是 KL- 积 的 ,并 且 
BOO 满足 条 件 (4). 


证 明 ”充分 性 BR X EKL- 积 的 ,并 且 BOO 满足 条 件 
CAD. H EJE 4.2. 4, LOXO E X BB ПЯ. 任 取 XX 的 一 个 子 代数 
S, 显 然 0E 43. 为 了 证 明 S$ 是 X 的 一 理想 , 设 z*yES 和 >yE S. 
现在 仅 需 证 明 z € S. 由 于 S 是 一 个 子 代 数 ,我 们 有 

(4) a, = 0*(0*y) € Sj 
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(5) ужа, Є S; 

(6) arsy = Ox (Ox (х*у)) Є S; 

(7) а,жа, = 0 * (а. жау) = 0*a,., € S. 
Bi a. = а, * (а, *a,),H (4) RICO 得 

(8) а. Є 5; 

(9) Oxa, Є S. 

现在 考察 (zx a,) x (уха). 注意 到 zxa Є BOO Ж y * a, 
€ BOO. AW BOO 满足 条 件 (4), 由 定理 4. 2.5 知 ,只 有 两 种 可 
能 性 : (z xa.) * (ужа,) = 0 Al (zr * a) x (ужа) = хжа,. 

ш (r*a) ж (ужа) = 0 BF, MJ r*a, < yxa). HEB 
4,. 2.5 或 者 zxav = 0R z x a, = ужа, Шй z x a, = 0, Mrs 
a. fü a, Lt RITE z =a, € SGXJURIB T (8). UR z * a, = 
y*a,, B CO f zxa, € 5S, 利 用 定理 4.1.3 得 

rc (хжа,) ж (O *a,) € 5. 
M(rxa)x(yxa) = Tx*a, 了 时 ,由 定理 4.1.5 和 (6) 
Z *a,= (z *a,) * (ужа) 
= (r x y) * (a, * ay) 
= (ту) *a,., € Š. 

综合 所 述 ,我 们 已 证 $S 是 的 理想 . 充分 性 得 证 . 

必要 性 ”假设 的 每 个 子 代 数 是 天 的 一 个 理想 , AT LOX) 
是 立 的 一 个 子 代数 ,所 以 L(X) 是 义 的 一 个 理想 , 由 定理 4, 2. 4, X 
是 KL- AY. 注意 到 BOO 是 和 的 最 大 BCK- 代数, 所 以 B(X) 的 
每 个 子 代数 是 BOO 的 一 个 理想 ,由 定理 4.2.5, BOO WER 
(A). Г] 


定理 4.2.7 设 X=Y XZ 其 中 Y 是 一 个 BCK- 代数 ,Z 是 
一 个 p- 半 单 BCI- 代数 . 则 
G) X ETRE HNA Y 是 一 个 可 换 BCK- 代数 ; 


Ж 254 @BCI- 代 数 引 论 


Gi 和 是 正定 关联 的 当 且 仅 当 Y 是 一 个 正定 关联 BCK- 代 
Ж; 

Gi) 是 关联 的 当 且 仅 当 了 是 一 个 关联 BCK- 代数 ; * 

Gv) X ERARO 的 当 且 仅 当 Y 是 一 个 具有 条 件 (5) 
的 BCK- 代数 ; 

(v) 三 是 拟 结合 的 当 且 仅 当 Z 是 结合 的 . 


WEAR. п 


推论 4. 2.8 设 X 是 一 个 BCI- 代 数 ,L(X) 是 XX 的 一 个 理想 ， 
则 节 是 可 换 (正定 关联 ,关联 ) 24 AL BOO 是 一 个 可 换 (正定 关 
联 , 关 联 ) 的 BCK- 代数 ， 口 


现在 我 们 讨论 弱 关 联 性 和 关联 性 的 本 质 区 别 . 


定理 4. 2. 9%( 魏 仕 民 , 备 杰 [1]) BAK BCL 代数 必 是 KL- 
gui. 


WEB) ХЕ 368 ВСІ- 代数 , 则 对 任意 z,y € 六 , 记 
a = 0x (0 * z) Є LUX). 
对 任意 5 € LOO dd y = ак (0 * b). MJ 
ywx= (a* (0#62)) zr 
= (аж z) є (0 * b) 
= 0 * (0 * p) 
= b. 
由 弱 关 联 性 得 
х= (z * (ужлх)) * (0 * (y * x)) 
= (xz * b) * (0 * b). 
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HEM 4.1.3 480 4.2. 4, X Æ KL- 积 的 . m 


定理 4.2. 10 8E ER BALL) iX E—4 KL- ВСІ fŠ 
数 , 则 和 是 弱 关 联 的 当 且 仅 当 它 是 关联 的 . 


WA 设 X 是 KL- 积 的 , 则 X 实 BCX) X LX). 假设 和 是 
关联 的 , 则 BCX) 是 一 个 关联 BCK- 代数 ,因此 BCX) 是 弱 正定 关 
联 的 (定理 2. 7. 3), 10 LOX) 也 是 弱 正 关联 的 . 所 以 X 是 弱 正 关联 
的 . | 口 


上 述 两 个 定理 揭示 了 关联 性 和 弱 关 联 性 的 本 质 不 同 . 


让 我 们 给 出 一 个 较为 一 般 的 记号 . 设 X 是 一 个 BCL 代数 ,S 
E X HATRA WGS) = (x € S,0* x = x). T GCXD BH 
谓 的 六 的 结合 部 分 ,也 称 为 G- 部 分 . Y. B. Jun and E. H. Roh[2]， 
J. Meng, Y. B. Jun and E. H. Roh[1] 较 详细 地 讨论 了 G- 部 分 . 


定理 4.3. 1(Y. B. Jun and E. H. Roh[2]) 设 S 是 BCI- 代数 
X 的 一 个 子 代数 , 则 GOS) 是 XX 的 一 个 结合 子 代数 , 也 是 L(X) 的 
一 个 理想 . 


证 明 ”注意 GCS) = S 站 G(X). 我 们 首先 证 明 GC(X) 是 一 个 
结合 子 代 数 . 事实 上 VY x,y € G(X),0 * z = z #l 0 *x y = y, 因 此 
Ox (z x y) = (0 * z) * (0 x y) = тж y. 

所 以 G(X) 是 和 的 一 个 结合 子 代 数 . 其 次 ,G(S) 是 G(X) 的 一 个 子 
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代数 . 由 子 代数 运算 具有 传递 性 知 ,GCS) 是 义 的 一 个 结合 子 代数 . 
由 定理 2. 2.12 RI G(S) Æ LOO 的 一 个 理想 . 口 


例 4.3.1 ЖХ = {0,a,b}, 0x0 二 0xa 二 0,ax0 二 a， 
Б 0 = Б, Ох = ар = Б, ажа = Ь*Ь =0,M(X; * ,0) 是 一 
+ BCI- 代数 ,XX J& X 的 一 个 理想 ,但 G(X) = {0,6} 不 是 的 一 
个 理想 ,因为 4ax6 = b € G(X),a & GOD. 


由 这 个 例子 ,我 们 自然 希望 讨论 在 什么 条 件 下 СС) 是 的 
一 个 理想 ?下 面 所 给 结果 的 思想 类 似 于 节 4.1. 


定理 4. 3. 2(J. Meng, Y. B.Jun and E. H. Roh|1D #5 是 
BCI- 代数 各 的 一 个 子 代数 , 则 下 列 条 件 等 价 ， 
G) GCS) 是 和 的 一 个 理想 ; 
G) Vx, € B(X)#lV a,b€ GS), 
_  cea=yxb Bic = ужа = b; 
(ш) V<x,y€ B(X)#l Va € GOS), 
хжа = уха х = у; 
GO Ух Є BCX) жуаЄ GS), 
хжа = Ожа Ў х = 0. 


证 明 (0-01) 设 G(S) 是 XX 的 一 个 理想 . 如 果 х,у € 
BCX) fll a,b € GCS) 满足 zxa = yx5, 则 
a=0*a 
= (0x z) xa 
= (0* x) * (0 xa) 
= 0 x (z xa) 
= 0 * (y * b) 
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= (0 * у) ж (0 x 6) 
=0*b=b5, 
FiiExrva=yra. 因此 
(хє у) жа = (ужа) * у = 0*a € GOS). 
н G)@ zx yE СС). я ју ax y € BOO. Ш x « y = 0. Ж 
ДВ, уж = 0. IN £, x = у. Gi) ВУ. 
(ii) => Gil) (v) 是 平凡 的 ， 
Gv)=>G) KRxrxb€G(S)MbE GS). Fa, b= xb. 
由 此 得 
(хжа,) *b = (z * b) жа, = (a, * b) жа, = 0 * b. 
Ж хха, Є BOO,H D 5 тха, —0,l xz = a, € LOO. Bë 
38 4.3. 1L, GG JÉ LOO 的 一 个 理想 ,所 以 zE GOS). 这 说 明 C(S ) 
是 X 的 一 个 理想 . O 


这 个 定理 可 以 改进 为 


定理 4.3.3(. Meng, Y.B.Jun and E.H.Roh[1]) i S Æ 
BCI- 代数 X 的 子 代数 , 则 下 列 条 件 等 价 : | 
G) GOS) ÉE X WT: 
G) Vzx,y€XflvacGCG), 
rxa= ужа Ж х = у; 
Gi) Wre X#I Va,be€ G(S), 
xxa=bxa Ж х = Ь; 
(iv) YZzxEX 和 Va€ GS), 
тка = Ока BM х = 0. 


证 明 80) ЖУ, Н хжа = 二 yxa 其 中 a Є GC). | 


(хх у) жа = (хжа) жу 
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= (ужа) *у 
= 0*a € G(S). 
因此 z x y € G(S). FE 
r*y-ax*(a*(rx*y) 


= a wx ((z * y) * a) 


—ax(0xa) 
= 0. 
[ЖИЕ y * = 0. PFA z = y. Gi) 成 立 . 
Gi)=Gii)=> Gv) 是 平凡 的 . 
因 定 理 4.3. 2(iv) 是 定理 4.3.3(iv) 的 特殊 情形 , 由 定理 
4. 3. 2 知 (iv) 一 (i)， L] 


定理 4.3.4(J. Meng, Y.B.Jun and E.H.Roh[1J) 15 E 
BCI- 代数 和 的 一 个 子 代数 , 则 G(Gs) E X 的 一 个 理想 当 且 仅 当 
VzEX 和 VDEC(CS). 

G) х= (rx6b) * (0 * b). 


证 明 设 G(S) 是 X 的 一 个 理想 ,5 € СС). WJ 
(z * ((z * b) ж (0 *Ь))) xb 
= (дж b) ж ((xx b) * (0 * b)) 
= 0 x Ё. 
由 定理 4. 3. 3Gv) 得 
xx (Qrxb)x(0xb))-O. 
直接 计算 知 
(Cx xb) ж (0 *)b)) * <> = 0. 
FELA z = (z * b) * (0 ж b). (8) 成 立 . 
相反 地 ,假设 Gi) RE. 如 果 z < b€ GC) flle € GS). EBS 
0x5 € GS) RNA 


$48 ” 几 个 重要 的 子 代 数 @ 259 w 


z = (z * b) * (0 * b) € GCS). 
这 说 明 G(S) E X 的 一 个 理想 . C] 


仿照 定理 4. 1. 5 可 以 证 明 下 述 结果 ， 


EH 4.3.5 设 S 是 BCI- 代数 筷 的 一 个 子 代数 . 则 C(S) 是 
ХНИ Щу z,y € X MV а,Ь € G(S) 
G) (x ¥a)* (y*b) = (z + y) * (a xb). O 


KMFE 4. LIRA WAH GS) E: X ДЖЕ ЖЕ ЖГ AI. 
留 给 读者 . 


44 H- 理想 


我 们 在 第 3 章 已 经 看 到 ВОХ) 在 理想 理论 中 的 重要 作用 . Й 
如 户 理 想 就 是 包含 B(X) 的 理想 , 正 理想 是 含 于 五 (X) 的 理想 . 同 
HER LOX) 在 理想 理论 中 也 占有 重要 地 位 . 例如 正定 关联 理想 和 
闭 的 (x* )- REHAS LOO. 本 节 我 们 将 讨论 一 类 重要 的 理想 
—H- 理想 , 它 同 L(X) 的 关系 类 似 于 正 理想 同 BOX) 的 关系 . 在 
RNR BOO ЖП LOO E BCI- 代数 中 所 起 的 作用 类 似 于 纵 
轴 和 横 轴 在 2 维 欧 氏 空间 的 作用 . 

本 节 和 下 节 的 概念 和 结果 均 引 自 J. Meng, Y. B. Jun and Е. 
H. Roh[ 2]. 


XX 441 BCL 代数 X 的 理想 7 叫做 是 一 个 及- 理想 
‘horizontal ideal) ,如 果 I 门 BCX) = (0). 
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显然 {0} 总 是 立 的 一 个 五 -理想 . 当 B(X) 关 (0) RF, BOX) 不 
是 H- 理想 . WR GCS) 是 XX 的 理想 , 则 GOS) 是 一 个 H- 理想 . 因 
此 H- 理想 较 GS) Г. 

我 们 感 兴趣 的 是 闭 H- 理想 . 


定理 4.4.2 设 I 是 XX 的 一 个 闭 五 - ВАЕ, ДІС СХ). 


证 明 r E17, 则 a. € L g I EPBJBJ Ik z x a, € I. 5S 
一 方面 +x*xa, € BOX). НІП BOX) = (0) f& х xa, = 0, Р z 
=a, Biz z € LOO. UIST LX). DJ 


类 似 于 节 4.1 的 思想 ,我 们 给 出 H- 理想 的 特征 . 


定理 4.4.2 设 1 是 L(X) 的 一 个 子 代数 , 则 I 是 XX 的 一 个 五- 
理想 , 当 且 仅 当 Y x € xXMVaET, 
G) х= (хж*а)(* (0xa). 


证 明 必要 性 ” 设 zE€EX 和 a € L AF 
(тж ((х+»а)+(0*а))) *а 
= (хха) х ((хжа) ж (0xa)) 
= 0*a Є I, 
我 们 有 zx ((хжа) * (0*а)) € L B— Jr, 
Ory ека)» ожау) == G, * ( (a, * aa) * (ao * a,)) 
= а, * ((a, жа) ж (0 * a)) 
= а, * ((a,* 0) x (a*a)) 
= a, x a, 
= 0, 
这 表明 zx (C(x x a) * (0 xa)) Є BCX). A 


第 4 章 ” 几 个 重要 的 子 代数 @ 261 5 


хє ((z xa) * (0 xa)) E IN BOO = (0), 
В z x ((хжа) x (0 xa)) = 0. ЕЖ ((z x a) * (0 x a)) жх = 0. 
ЖТ z = (хжа) * (0 xa), (1) 成 立 . 
充分 性 Bursa € I#la € I. H+ I E: LX) 的 一 个 子 代 
数 ,我 们 有 0xa E71, 进一步 x = (z *a)* (Ox aD € I. Br TE 
X WHR. I S T CC LOO , BEAT BCX) = (0). 这 就 证 明了 了 是 
X 的 一 个 H- 838. Ë) 


定理 4.4.3 WEILE LOO 的 一 个 子 代数 , 则 下 列 条 件 等 价 ; 

G) IJ X —1 H- 理想 ; 

(1) zZ*w*b—axb л — a,V z< € X,V a,b € 1; 

(ш) хжа = Ока х = 0,V z< € X,V a € I; 

Gv) хжа = ужа H z = y,V z,y € X,Va € I; 

(v) r*a—yx*bZilhr-—yfla-bWVz,y€BOO,Va, 
bET; 

(ч) хжа = yxa 8 z = y, V х,у € BUX) Va є 1; 

(vii) z*a=0xa х= 0,V z< € B(X),V a € 1; 

Qiii) (z*a)* (yx*b) = (хжу) x (a*b),V х,у € X, 
Va,b € I. 


ШЕ (DD Bre X#la,b € IB zxb=axb. HF 
I LOO KTA RNA axb EI Bl x € I Ik z € 
ZL(X). 于 是 由 定理 1. 3. 1， 

х= bx (b x >z) 
= bx (Ож (z * 5)) 
= bx (0 * (a x b)) 
= bx (ржа) = а. 
Gi) ARI. 
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GD-(u) ФМ. 
Gi)=>Gv) #х#а=у+аҢ prsy exlac, M 
(хж* у) жа = (r*a) *у 

= (ужа) * y 

= 0 *a. 


h Gii, х ж y = 0. ВЕ y x = 0. Br) z = у, Civ) 成 立 . 


Gv>W) jEzxz*a=yxbkriRz)z,y€ BOX) #la,b € I. Ж 
意 0xZz=0x*y 一 0, 则 


a=0* (xa) 
= (0x2) * (0* a) 
= 0 x (z * a) 
= 0 x (y * b) 
= (0x y) * (0 xb) 
= 0 * (0 x b) 
= b. 
因此 zxa = ужа. B Gv) 得 xz = y. GO RY. 
WWI) Wil) FAA. 
Wwi> Wit) Ж л,у ЄХ Mabel, 
(C(x * y) * (a x 5)) x (Cr xa) * (y * b))) жа 
= (((z * a) ж ((хжа) ж (y * b))) * y) ж (a * b) 
< (Cy * b) x y) x (a x b) 
= (0 * b) * (a x b) 
= 0*a. 
注意 0xa € LX), RNA 
(C(x у) * (a * DD) x ((z xa) x (y* b))) жа = 0 xa. 
RAB H ((z y) є (a xb))* ((хжа) + (yxb)) € BOO. 由 
(vi) 得 


((Z x y) ж (a * b)) x (xa) + (y & b)) = 0. 
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另 一 方面 ， 
(((z xa) * xb) x (xy) * (a x b))) * (a * b) 

= (((х * (axb))* ((z *y)* (axb))) x (ужБ)) жа 

< ((т* (тж y)) x (уж b)) жа 

< (уж (yx)b))*a 

< ржа 

= 0 ж (а * b). 
因而 ((zxa)x (уж DO * ((хжу) ж (axb) = 0, 这儿 利 用 了 
axb € I fl((rxa) * Cy DD * ((z* у) * (ax DD € B(X). Br 
以 我 们 有 (xXxa)x (y * b) = (z * y) * (a * b). (viti) 成 立 . 

Cvii) HE 4.4. 20) MER z € X flla € I, iii) A% 

(r*a)*(0*a)-—(rx*0)x(ax*a)-z. 


H Ж 4.4.2,1 是 XX 的 一 个 五 - 理想 ,定理 4.4.2€0 成 立 . 0 


4.5 di H- 理想 诱导 的 映射 


it I E BCL 代数 和 的 一 个 闭 H- 理想 .在 节 2.8, 我 们 引入 了 
符号 R, 如 下 . 对 任意 a € X EMR RX — X HER = 
r*a,Vr€ X.T 

R,(X) = {Ка € I). 
S R, ° R, 表示 R, 与 R, 的 复合 . 


- E38 4.5.1 (R(X); ° Ro) Е-Е, B. R, X) 同 构 
于 了 的 伴随 群 . 


证 明 ”首先 证 明 ROO 关于。 是 封闭 的 . Reb € I. MER 
z€ X, HEH 4.4.2 得 
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R, ° R,(z) = R(x * b) 
= (rx*xb)*a 
(x xb) ж (0 ж (O *a)) 
= (x= * 0) ж (b * (0 x a)) 
z * (a * (0 * b)) 
= Rix cows (z) 
= R. (z); 
由 于 a + Є IBI Куб) 关于 。 是 封闭 的 .上 述 证 明 中 得 到 
(1) R,° Rs = Riss V a,b € I. 
其 次 容易 验证 CRi(X);，。,R。》 是 一 个 阿 贝 尔 群 ,其 单位 元 为 
Ro. 
值得 注意 的 是 R... J: R. HBC. 事实 上 ， 
Ra * Rosa = Ras con ока) 
= R,.. 
= R. 
由 此 得 R, 一 Ry = R, + Rows = Rar оов = Rave 
最 后 证 明 R (X) 同 构 于 了 的 伴随 群 , 令 fuo RO) 使 得 
Fo) = RV a ET 因为 Y a,b EI, 
Je + b) = К = К, ° R, = f(a) ° f(b), 
所 以 了 是 一 个 同 态 映 射 , 如 果 70а) = Ro MV z € X,f(a)(z) = 
R(x) = х, r*a- х. [ДИҢ 
Ожа = (х*а) жх = 0, 
Ша = 0. 这 表明 f (RO = (0) .所 以 了 是 一 个 单 射 .显然 了 是 满 
射 .于 是 f 是 一 个 同 构 映 射 . 这 就 证 明了 《RiCX);。,R。) 同 构 于 了 
的 伴随 群 . L] 


lI 


推论 4.5.2 I Æ BCI- 代数 和 的 一 个 闭 的 瓦 - 理想 , 则 
(RiCX); — , R,> GX JL А, m R, = Rato) 是 一 个 二- 半 单 BCI- 代数 ， 
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且 同 构 于 p- 半 单 BCI- КҜ Т. 


证 明 ” 仅 需 注意 在 定理 4.5.1 证 明 中 的 上 有 下 述 性 质 : 
Va,b€ Її, (аж) = К„„„ = R, — К,. П 


ТЕЗ? 4.1425 ET EH АР, HHA CAWT LOO 是 理想 的 条 
件 . 现在 ,我 们 将 用 p 给 出 H- 理想 的 条 件 . 对 闭 H- 理想 , 记 S; 
=U (V(a):a € I). 


定理 4.$.3 KIEX HTH Н-НИН, p E. S, 上 的 一 
+B Ж. 


证 明 对 任意 rsy € S, RNA aa € I. 由 定理 
4. 4. 3Cviii) 
pr*y)-—x*y*a., 
= (x*y)*(a.*a,y) 
= (хжа,) * (ужа) 
= р(х) x ply). 
И p ES, 上 的 一 个 自 同 态 . L] 


XA E ЖЕЗ C pR Уг. 


定理 4.5.4 WVESdÉXIÓH—T- TIG B BOX) = S. MR p 
是 S 上 的 一 个 自 同 态 , 则 LC(S) E XA H- 理想 . 


证 明 Wry € B(X) fla € LCS), а, = a, = 0а, = 
a. 因 此 Р(х) = х,р(у) = y HI pla) = 0. Ш z xa = ужа, WJ 
ж = р(х) . 


w 266 全 BCI- 代 数 引 论 


= p(x) * pla) 
= plz xa) 
= ply *a) 
= ply) * pla) 
= y*0 
= y. 
由 定理 4.4. 3Gvi) 1105) 是 X 的 一 个 H- 理想 . 
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第 5 章 ”BCI- 代数 的 扩张 


为 了 构造 新 的 BCI- 代数 ,给 一 个 BCI- 代数 增添 新 的 元 素 是 
一 个 行 之 有 效 的 方法 . 在 这 一 章 , 我 们 介绍 几 种 扩张 BCI- 代数 的 
方法 ,希望 能 有 支 于 读者 的 进一步 研究 . 


51 简单 扩张 


1980 年 ,K. Iséki[ 3] 给 出 了 由 一 个 BCK- 代数 出 发 增添 一 点 
来 构造 BCL 代数 ,这 就 是 一 点 扩张 . 


定理 $.1.1 假设 (X;* ,0) 是 一 个 BCK- 代数 ,a & X. 对 任 
faq = € X, 
хжа = ажлх = а,ажа = 0, 


WX U {a}, * ,0) 是 一 个 真 BCI- 代数 . 
这 是 定理 1. 1. 6, 故 不 再 证 明 . f E] 


1990 4£,C. S. Hoo[ 4] 推广 了 Iséki 方法 ,给 出 了 另 一 个 扩张 
方法 ,这 就 是 


定理 5. 1.2 iO; x ,0) 是 一 个 BCK- 代数 ,《Y; x ,0 是 一 
+ p- Р BCI- RX NY = (0). MX UY; ж ,0) 是 一 个 BCI- 
代数 ,使 得 BC(X UY) = X,L(X UY) 一 了 Y, 当 且 仅 当 对 任意 二 E 
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XX 和 yy €Y,zx*y=0*%*y, yxz = y. 


证 明 ”必要 性 ”假设 (X UY; *,0) 是 一 个 BCI- 代数 ,使 得 
B(XUY)= ХІХ U Y) =Y. z € X #ll EY. 因为 x 和 
0 属于 同一 个 分 支 BCX UY) ,我 们 有 zx*y 和 0*y 也 属于 同一 个 
分 支 ,而 0*y 就 是 一 个 原子 ,因此 zx*y EV(0xy). 由 于 (Y;*， 
0) р-у, ШУО ж y) = (Ox y) PFU ey € (0,y),z * y 
= 0 * y. 

因为 y 是 一 个 原子 , 且 (y* z) xy = 0*x= 0, yx z = 
2%“ 仅 当 ” 部 分 得 证 . 

充分 性 ”假设 对 任意 zxEX 和 >yEY,zxy 一 0xy 和 了 关 工 
一 消 为 了 证 明 (X U Y; x ,0) 是 一 个 BCI- 代数 ,由 定理 1.1.6, MK 
需 验证 BCI-1 成 立 . 分 下 述 情形 进行 ， 

(0 如果 xz,y€ X ze YM 

(Gr y) ж (gz x z)) к (% * y) = ((хжу) * (O *z)) * z 

= (Ox (0 * z2) * z 
= 0. 
(20) ”如果 xz € X #l yx,z € YM 
((Z x y) * (z w z)) * (z * y) 
= (CO* у) * (0% )) * (z * y) 
= 0. 
(3) Hj z,z € X #l y € Y, 
(Gr у) * (z * z)) * (z * у) 
= ((О* y) * (z * z)) * (Ü * у) 
= (Oxy) ж (0 x y) = 0. 
(4) WE z€ Y #ly,z € X, 
((хж у) ж (ç * z)) ж (zx y) 


= (= x z) x (е x y) 
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= 0 * (z * y) = 0. 
(5) ШЁх,«,Є Y #l y € X, 
((хж у) * (Z * z)) * (z x y) = (хє (z x z)) * z = 0. 
(6) WIB z,y € Y #l z € sx, 
(rx y) ж (z x z)) * (е + y) 
= (Ca¥ y) * z) * (0 * y) 
= (0 * у) * (0 * y) = 0. 
BrEACX U Y; * ,0) 是 一 个 BCL 代数 . B(X U Y) = X ALEX U 
Y) 二 了 是 易于 验证 的 , 故 省 略 . О 


这 个 定理 的 “ 仅 当 ” 部 分 由 J. Meng ЖП Y. B. Jun[ 3] 给 出 . 

ш Үү = (0,4) Наж 0= 0 жа = 0,а ка = 0 ж 0 = ОН, (У; 
* ,0) 是 一 个 p- 半 单 BCI- 代数 . 由 定理 5. 1.2 所 得 的 BCI- 代数 恰 
好 就 是 Iséki 的 一 点 扩张 .所 以 定理 5. 1. 2 是 Iséki 扩张 的 推广 . E 
38 5.1. 2 所 给 的 扩张 称 作 简单 扩张 , 它 的 乘法 表 容 易 给 出 ， 


5.2 RARIK 


早 在 1984 年 ,X.Li[1] 就 给 出 了 一 种 方法 ,由 一 个 BCK- 代数 
和 一 个 BCI- 代数 作 并 而 得 到 一 个 BCI- 代数 ,其 结果 比 定理 5. 1. 2 
更 普遍 . 下 面 来 叙述 这 一 结果 ， 


E 5.2.1 (Xi; x 1,0) 是 一 个 BCK- 4038, (Xz; * 2,0) 
是 一 个 BCI- 代数 , 且 X, n X, = (0), dE X X = X, U X, 上 的 二 
元 运算 * WT: 
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reiy, * z,y € Х|; 
T*jiy, M х,у € X, 时; 


rey = 


x=, «S z € Xy € X, Еў; 
O*,y, 3⁄4 z € Xi,y € X, Е; 
MX; < ,0) 是 一 个 BCL 代数 . 口 


细心 的 读者 不 难看 出 定理 5.1.2 和 定理 5. 2. 1 EX Ese X. 
运算 * 的 方法 是 相同 的 ,而 且 定 理 5. 1. 2 中 “ 当 ” 部 分 的 证 明 方 法 
完全 适用 于 定理 5. 2. 1 ,故我 们 不 再 给 出 证 明 ， 

1994 年 , 魏 仕 民 [2] 给 出 了 另 一 个 作 BCK- 代数 与 BCI- 代数 
之 并 代数 的 方法 ,我 们 称 为 KI- 并 代数 . 


定理 §.2.2 dO: *,,0) 是 一 个 BCK- 代数 , (X23 x ,,0) 
是 一 个 BCL 代数 ,Xi N X, = {0}, 在 X = X, U X, 上 定义 二 元 运 
算 * ШТ: 
X*uiy, M ry € X, hf; 
Ty, X х,у € X, hj); 
TZ * y = т 34 xz € X,,y € X,, 
, RA xc € Xl,y € BO) 时 ， 
0*,у, 当 z € Xi,y € LOO Bf; 
WX; * ,0) 是 一 个 BCI- КЖ. 


证 明 ”由 定理 1.1.6, 仅 需 验证 BCL1 在 和 上 成 立 . 对 于 zy,y， 
z € Xi 或 者 zy,z € X, 时 ,验证 是 平凡 的 . 所 以 我 们 仅 对 下 列 情 
形 验证 . 
(1)” 当 xz € Х,;у,х € X, 时 ,又 分 为 四 种 情形 : 
ШЖ yz Є B(X), Д] 
(rx у) к (Z * z)) є (е * y) 
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= (x * ,z) * (z x ;y) 

= 0*,(z * ,y) = 0; 

ШЖ yz € L(X,), 则 
(Cx * y) ж (z * z)) * (z y) 

= ((0*,у) x (0 * ,y)) * ,(% x ,y) 

= 0; 

ШЖ y € B(X,) z € LG) Mj 
(Cx xy) x (z x z)) * (z + y) 

= (r*(0x)*(zx*,y) 

= (0 * 2(0 * ,z)) * (= x oy) 

= ((0 x ,y) * ,(0 * 22)) * 2(2 x ay) 

= 0; 

ШЖ у e L(X,),z € В‹Х,), Wu 
(Go y) ж Gc z)) * (z * y) 

= (CO* y) * x) * (z x ay) 

= (0 * py) * (z * ;y) 

= ((0 *,y) * ,(0 x ,z)) x ,(z * ,y) = 0. 


(2) M r,y € Xoz € X, 时 ,分 干 述 两 种 情形 : 


WR z Є B(X), Д] 

(Cr * y) ж (zi z)) * (z * y) 
= ((Zz*,y) жж) * z 
= 0 * ,z = 0; 
ШЖ € LX), J 

(Ca ж y) ж (z * z)) ж (z * y) 
= (C(x * y) * (0% ,z)) * z 
= (0 x ,(0 x ,z)) * ,= = 0. 


(3) E r,z € X,,y € X, 时 ,分 下 述 两 种 情形 : 


WE y € BCX,) , MI 
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((хж у) ж (z w z)) ж (z x y) 
= (Z *x (= x ,z)) * ,z= = 0; 
如 果 y € L(X,), 则 

(Gr y) ж (z *z)) * (z * y) 
= ((0 * ,y) ж (z x 12)) * (0 x ,y) 
= (0 *,y) *,(0 x ,y) = 0. 

(4)” 当 x € X, 时 ,分 下 述 四 种 情形 ;: 

ШЖ yz € X, 

(Crx y) ж Cr x z)) ж (е + y) 
= (% * z) ж (z x у) 
= 0* (z *,y) = 0; 
my € X,,z € X,, Ml 

(Cr * y) ж (z x z)) * (аж y) 
= (2 * (x * ,z)) x ,z= = 0; 
如 果 yE B(X,),z € X,, Nil 

(Ca * y) ж (z * z)) ж (zxy) 
= (Cx *,y) * ,z) * z 
= (0* py) * z 
= 0 x z = 0; 
mB y € LX), € Xi, 则 

C(x * y) ж (z x z)) * (еж y) 
= (Gy) *sGr x ,0)) * ,(0 * ;y) 
= 0. 

因此 4X; * ,0 满足 BCI-1. 所 以 它 是 一 个 BCI- 代数 . 口 


最 后 ,我 们 给 出 BCI- 代数 的 p- 半 单 并 ( 见 S. M. Wei, Y. B. 
Jun and J. Meng[1]). 
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定理 5.2.3 假设 (X;; x ;,0) (i € D AR BCL 代数 ,满足 
LO) = ХУ Є 7; 并 且 对 任意 x,y € X П X Arey = 
zxy ЕХ —UX, 上 定义 二 元 运算 * 如 下 : 
G) 如 果 zyy EX Ж х#у=хт=,у; 
G) rex, — Xy € X; € X, XG = j), E X. 
Z*y= xr (O*,(O¥;y)). 
W(X; * ,0) 是 一 个 BCI- 代数 


WEB] ”首先 我 们 说 明 下 式 
Txy= TO0x ,(0x;,y)),V z € X,,y € X,G Z j) 
成 立 . FE MR rE Х,,у E QX m 
r*y—r*;y—zrt*iQx;(Ox,;») 
这 儿 利 用 了 > = 0 = ,(0 ж у); ШЖ z € DXisy € Х,, Wi 
X y = z * ;y 
= r ,(0 * ,(0 * ;y)) 
= z*,(0 * ,(0 * ;y)) 
这 儿 利 用 了 推论 1. 3.5; 如 果 z € X, OX,» € X, -QX it 
BR. 
现在 我 们 仅 需 验证 (X; * ,0) 满足 BCI-1. 设 x € Xoy€ X, 
z € Xa DA FRET. 
(1) mei AsFRkAiN 
(Cx * у) * (z * z)) x (z x y) 
= ((х * (0 * (0*,y)))* iG *,COx ,C0x ,2)0) x ; 
(0 * ,CO * „(е x ,(O x (0 ж ;у)2))) 
= ((х *,€0 (0 ж ;у))) * TAO ,CO * 42)))) xi 
(CO * ,CO ж 22) x CO x CO * 00) 
= 0. 
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(2) W: j> k, 
(x y) ж (z * z)) ж (z * y) 
= (Gx;y) *,(ж*,(0*,(0*,)))) * ; 
(Ож ,CO * ,(z ж „(0 * ,(0 * ,y))))) 
= ((r*;y)*,(z*,(0*,(0*;,z)))) *, 
(CO x,(0 ж ,z)) * ,y) 
= 0. 
(3) Aij 
((хж у) ж (z * z)) ж (z x у) 
= ((х+*,(0*,(0*,у))) Cx ® (0 ® (0x 2)))) , 
(Ox ,(0 ж ,(% * ,y))) 
= (G*(,(00,)) x,(z *,(0*,(0*;z)))) *; 
(CO ж ,CO * 220 * ,(O ж ,(0 * ,y)2) 
= 0. 
(4) MRR ALIAS, MN 
(Gr y) * (z w z)) * (z x y) 
= (Grx;(0,(0x 20) ) w (zw z) =, 
(z * (0 * (0 * ;у))) 
= 0. 
(5) ”如 果 i = j= k, Mj BCL1 显然 成 立 . 
ЫХ; ж ,0) 是 一 个 BCI- (RR. 


5.3 3~ 6 阶 的 真 BCI- 代数 


首先 我 们 列 出 2 — 6 Br p- 半 单 BCI- PORC: 
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*10 1 2 з 4 5 
о1о 5 4 3 2 1 
1/1 0 5 4 3 2 
2121 0 5 4 3 
3/3 2 1 0 5 4 
4/4 3 2 1 0 5 
5/5 4 3 2 1 0 


由 定理 5. 1. 2, 我 们 知道 简单 扩张 成 的 BCT 代数 乘法 表 是 容 
易 构 造 的 ,故我 们 略 去 它们 . 下 面 我 们 仅 列 出 非 简单 扩张 的 BCI- 
代数 表 . 

3 阶 真 BCI- 代数 仅 有 一 个 Iseki 扩张 和 p- BAR BCI- 代数 ,所 
以 不 存在 非 简单 扩张 的 BCI- 代数 ， 

4 阶 非 简单 扩张 的 BCI- 代数 仅 有 两 个 ,其 乘法 表 和 序 关 系 图 
ШТ: 


*|0 1 2 3 1 3 
0/0 0 2 2 
1/1 0 2 2 | | 
212 2 0 0 0 2 
3/3 2 1 0 
x*10 1 2 3 1 3 
olo 0 2 2 
1/1 0 3 2 | | 
2/2 2 0 0 0 2 
3/3 2 1 0 


5 阶 非 简单 扩张 的 BCL 代数 有 8 个 ,乘法 表 和 序 关系 图 如 下 : 
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6 阶 非 简单 扩张 BCI- 代数 有 69 个 ,其 乘法 表 和 序 关系 图 如 
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1 2 3 4 5 
0 2 2 2 2 4 
0 2 2 2 2 
2 0 0 0 0 1 
2 1 0 0 1 AU 7° 
2 1 1 0 1 
2 1 1 1 O 0 2 
«|0 1 2 3 4 5 
ооо 3 2 3 3 
1/1 0 3 2 3 8 
212 2 0 3 0 0 
3/3 3 2 0 2 2 EU 
414 2 1 3 0 1 
5|5 2 1 3 1 O0 ° 2 3 


xk 以 上 四 阶 BCI- 代 数 引 自 S. K. Goel[17fil H. Jiang[ 4]; F 
И BCL 代 数 引 自 H. Jiang[3]; 六 阶 BCI- 代 数 引 自 J. Meng, Y. В. 
Jun and E. H. Roh[ 3]. 
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第 6 章 逻辑 代数 综述 


用 代数 方法 研究 逻辑 阿 题 , 便 产 生 了 各 种 代数 系统 . 早 在 
1847 年 ,英国 数学 家 George Boole (G. BooleLI] 和 [2]) 为 了 研究 
思维 规律 提出 了 一 种 代数 系统 . 由 于 它 的 重要 性 ,后 来 的 研究 者 称 
它 为 Boole 代数 ,以 纪念 这 位 伟大 的 数学 家 . 自 那 时 以 后 ,出 现 了 
各 种 与 命题 演算 有 关 的 代数 系统 ,如 列 涵 半 格 , 殖 涵 代数 ,MV- 代 
数 ,Semi-Brouwer 代数 , Hilbert 代数 , BCK- 代 数 , BCI- 代 数 , 等 
等 . 这 些 代 数 各 自 被 独立 地 研究 ,得 到 了 许多 深刻 的 结果 . 自然 地 
出 现 一 个 问题 ;这 些 代数 之 间 有 何 关 系 呢 ? 这 个 问题 部 分 地 被 解 
决 ,其 结果 分 散在 各 个 文献 中 ,至 今 没 有 系统 的 论述 . 我 们 在 多 年 
研究 逻辑 代数 的 过 程 中 ,发 现 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 是 各 种 逻辑 
代数 的 一 个 统一 处 理 框 架 . 本 章 将 以 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 为 主 
线 详细 阐述 各 种 迎 辑 代数 之 间 的 关系 . 


6.1 有 界 BCK- 代 数 和 Fuzzy 蕴涵 代数 


1966 年 ,K. Iseki 引入 了 BCK- 代 数 的 概念 ( 见 K. Iséki[1 J#ll 
[2], Y. Imai and К. Iséki[1 D). 在 命题 逻辑 中 , BABA. 

(h) 9 一 9 

(1) p> @— @ 

qd) (фф) = (фф) — (é — 9) 

aD (p> (p > &)) > ((g— p) > (g— &)) 


Ус 304 eBCI-A S 5150 


(l) (@=— (Фф — ф)) — ((@ a9). 
古典 逻辑 有 各 种 不 同 的 公理 系统 .Hilbert-Bernays 公理 系统 中 , 列 
WAY: 
(H) p> @é— @ 
(Н,) (p> (9-45 — (p> 
(H) (p> @%) — ((@ — 9) — (д — #)). 
C. A. Meredith 在 他 的 逻辑 系统 中 ,强调 了 下 述 公理 的 重要 性 ， 
(М) p> ((0# > @ — ф). 
值得 注意 的 是 (H:) MM) 分 别 对 应 于 集合 论 中 的 下 列 性 质 : 
(A—B)— (A— С СС — B 
A—(A—B)CB 
以 (1) , (1,) 9 (Hi) 为 基础 ‚К. Iséki 引入 了 BCK- 代数 的 概念 . 有 关 
这 些 代 数 的 详细 情况 ,请 参看 文献 K. Iséki and S. Tanaka[ 1] 和 
[21,]. Meng and Y. B. Jun[ 3]. 


3E 3,6. 1. 1(K. 156) 一 个 系统 (和 5 * ,0) 叫做 BCK- AK, 
如 果 它 满足 ， 

BCK-1 ((r*y)*(rxz))*x(zxy)=0 

BCK-2 r*(r*3)»y-—0 

BCK-3 r*rz-0 

BCK-4 0*z-—0 

BCK-5 хжу = yxzr = 0 Ж 8 = = y. 
在 BCK- 代数 中 ,可 以 定义 序 关 系 委 为 :V VEX cK y HAW 
Ж z * y = 0. 

BCK- 代数 有 下 列 性 质 :( 关 于 BCK- 代数 的 定义 和 性 质 均 见 
К. Iséki[1], 以 后 不 再 一 一 指明 ) 

z * y < т 


(ax y) *zx = (TT) XY 
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(хж2) * (ужа) < z * y 

r< y=zr*xz< yz, z x y< z x zx. 

这 类 代数 叫做 BCK- 代数 的 原因 是 : 它 与 组 合 逻辑 中 的 组 合 
+K,B,C 密切 相关 ,C. A. Meredith 称 这 个 系统 为 BCK- ARCH 
A.N. Prior[1]P. 316). M. W. Bunder[1] 的 下 述 结 果 清 楚 地 揭示 
了 这 种 关系 . 


定理 6. 1. 10M. W. Bounder[1]) 一 个 (2,0) 型 代数 (X; +, 
0) 是 一 个 BCK- 代数 当 且 仅 当 它 满足 : 

K (zxy)x = 0 

B ((yxz)* (хж2)) + (y xz) = 0 

C ((z*<)=* y) ж ((z *y)*z) = 0 

BCK-5 хжу = y*zx= 08380 z = y. L] 


ExB K,B,C 是 组 合子 ,B,C IL COBRE ЕПУ: 
K FzFyz 

B FFzyFFzzFzy 

С ЕЕхЕухЕуЕлхх 

І. Fleischer[1] 讨论 了 BCK- 代数 同 整 偏 序 么 半 群 之 间 的 关 


定义 6.1.2 假设 站 是 一 个 非 空 集 , 记 是 XX 上 的 一 个 二 元 关 
系 ,， 是 一 个 二 元 运算 ,1 是 一 个 常 元 . СХ, <, HD 叫做 一 个 整 
偏 序 可 换 么 半 群 ,如 果 它 满足 ， 

(M) <+ Gy+sz) = ty tz 

(M,) r*lzcx 

(О) (X; 委 ) 是 一 个 偏 序 集 

O) Zz 委 7 草 涵 zxz 委 7…x 
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(О) 1 是 (X; <) 的 最 大 元 
(C) x*y—yez 


定义 6.1.3 设 (X;，, 科 ,1) 是 一 个 整 偏 序 可 换 么 半 群 . 对 任 
意 ae,pE X, 如 果 集合 (zE 和 :5 .zs 委 ay 有 最 大 元 , 记 为 e :2 则 
PRX ITM a DAW ARF OAR. GER + MARAR 
#14, ML G. Birkhoff[ 1. 


定理 6.1.2(1.Fleischer[1]) WRX; *, «5 D 是 一 个 剩余 
XU OY the Z 2E EL OX : ,1) 是 一 个 BCK- 代数 . QO 


对 于 BCK- 代数 (Xi x ,0) 中 任 一 元 素 4a, 用 a iX X 
一 个 自 上 映射 ,使 得 :对 任意 TE X,ra = хжа. о Mo hs 
fria obit 

М(Х) = {a • b! | la, ,6) Ж X PERGERET RET. 


3EXB6.1.3(.Fleischer[ 1D. — EX; x ,0) Æ BCK- 代数 , 则 
(M(X); +, «07 D 是 整 剩余 偏 序 可 换 么 半 群 ,其 中 a ' < 和 当 
BBV z € Х,ха! < х0. 口 


有 关 这 方面 的 进一步 结果 将 在 后 面 叙 述 . 
1990 年 , 吴 望 名 [1] 提出 了 Fuzzy 列 涵 代数 的 概念 ,并 研究 了 
它 的 性 质 . 


定义 6.1.4( 吴 望 名 [1]) (2,0) 型 代数 (X; 一 ,0) KH 
Fuzzy BARK ШТ Е: 
G) х->(у->) = y > (2 > z) 


GD (z— у) = [Су ж z) > (х2) ] = 0 


£68 WIB Vue 307 w 


Gi) жә =] 

(i) Жл у= y— а = 1], z = y 

(v) 0-х = ] 
其 中 1 = 0 一 0. 

姜 豪 , 邓 方 安 [1] 指出 Fuzzy AMRA STAR BCK- 代 
ж. 


定义 6.1.5 BCK- 代 数 (X; x ,0) 叫做 有 有 界 的 ,如 果 存 在 1E 
X (HEV z € X,z < 1. 


定理 6. 1. 4( 姜 豪 , 邓 方 安 L[1]) BX; —,0) 是 Fuzzy Йй 
代数 , 令 
e=0,0=1,zxz*y= у =, 
MJ (X; * ,0 是 有 界 BCK- 代数 . 反之 , 若 (X; 0 是 有 界 BCK- 
代数 , 令 
1=0,0=e,z— у = yx x, 


MX; —,0) 是 Fuzzy 蕴涵 代数 ， О 


6.2 ”正定 关联 BCK- 代数 和 Boole 代数 


正定 关联 BCK- 代数 是 BCK- 代数 的 一 个 重要 的 子 类 ， 


定义 6.2.1 BCK- 代数 (Xix* ,0) 叫做 正定 关联 的 ,如 果 它 
满足 下 列 两 个 等 价 条 件 之 一 : 

(Р) (<%* y) * z = (z * z) * (z * z) 

(P) (Qx*yx*y-rx*y 
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值得 注意 ,(P,) 是 蕴涵 公理 (A,) 的 代数 表述 ,(P:) EE CHO 的 
代数 表述 . 

С. Barbacioru[ 1] 证 明了 ;正定 关联 BCK- 代数 是 范畴 等 价 于 
Hilbert 代数 ， 


定义 6.2.2 (2,00 型 代数 (和 一 ,1) Ш Hilbert 代数 ,如 果 
它 满足 ， 

G) х (уж х) = 1 

Gi) бх ж (yo :) — ((z — у) > (z — ж)) = 1 

Gi) Ш Ел у= уж» х = 1, х = у. 


定理 6. 2.1(C. Barbacioru(1]) 8 (X; * ,0) 是 正定 关联 
BCK- 4%, S X =X, х ж у= yee, ly = 0,Ш‹Х;->,1у› Æ 
Hilbert 代数 . 相反 地 , 设 (X; 一 ,1) 是 Hilbert 代数 , 令 
Х = Х, хжу= у х, (у = 1, 
Wü] CX ; ж ,0x) 是 正定 关联 BCK- 代数 . 所 以 正定 关联 BCK- 代数 等 
价 于 Hilbert 代数 ， [] 


J.C. Abbott[1] ~ [3] 详细 研究 了 蕴涵 代数 ,J. Meng[ 10] 证 
明了 蕴涵 代数 等 价 于 关联 BCK- 代数 . 


ENM 6.2.30.C. Abbottl1]) (2,0) 型 代数 (X; ->,1) E š 
涵 代 数 (Implication algebra), mE EWE: 

G) х= (= ә» у) => < 

Gi) (ry) — y = y> (уж z) 


Git) х (y — z) = y — (z >z). 


3E X. 6.2.4 BCK- 代数 (X, ,0) 叫做 是 关联 的 
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(Implicative) ,如 果 它 满足 : z = zx (y * z). 


定理 6.2.2(.Meng[10]) (2,0) 型 代数 (X; —,1) 
代数 当 且 仅 当 (X; * ,1) 是 关联 BCK- 代数 ,这 儿 z x y = y — zx. 


设 X; * 0,1) 是 有 界 关联 BCK- 代数 ， 令 T A y 一 
y * (y x z). K.Iséki and S. Tanaka[2] HERR f < Л у= y A х, B 
rAy=inf(zr,y),z V у = NONx A Ny) = sup{z,y} 3x JL Nx 


= ] * z. 
定理 6. 2. 3(K. Iséki and S. Tanaka[2]) ШЖ‹Х; * ,0,1> 
格 , 即 Boole 代数 ,其 补 运算 为 xz’ = Nz. П 
实际 上 ,这 个 定理 的 道 也 成 立 . 


定理 6.2.4 WRX; V, A ,,0,1) 是 Boole (Tft, & z y 
= х Л Ny, W(X; *,0,D 是 有 界 关联 BCK- 代数 ， [| 


上 述 两 个 定理 表明 ,Boole 代数 和 有 界 关联 BCK- 代数 是 等 价 
的 . 


6.3 HARES) 的 BCK- REAA ER 


ЖУ Н. В. Curry[ 1] 提出 ,是 与 命题 演算 密切 相关 的 
最 纯粹 , 最 重要 的 一 类 代数 . 在 W.C. Nemits[1],W. С. Nemits 
and T.Whaley[1] 中 被 进一步 研究 .M.W.Chan and К.Р. 
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Shum[1] 推广 这 类 代数 为 负 的 蕴涵 偏 序 半 群 .J. MengL9] 和 了 J. 
Meng, S. M. Hong and Y. B. Jun[1] 等 讨论 了 上 述 两 类 代数 与 
BCK- 代数 的 关系 . 


定义 6.3.1(M.W.Chanand K.P.Shum[1]) 设 X 是 非 空 
集 , 委 是 和 上 的 二 元 关系 ,，“ 和 s 是 和 上 的 二 元 运算 ,1 是 X 的 
一 个 常 元 . (X; <, 6, x ,1) 叫做 负 的 冀 涵 偏 序 半 群 , 如 果 它 满足 : 

G) (X; <) 是 偏 序 集 

Gi) (X; +,1) 是 么 半 群 

Gi) x< y 2898 z ° z S< y * z Jl z * z << z * y 

Gv) х у«<Е z ° y < y 

(0) zry BB z: z < y. | 

СХ, O 是 可 换 半 群 , 则 (XX; <, +, x* ,1) 叫做 可 换 的 . 

应 当 注 意 ,1 是 (X; <> 的 最 大 元 . 


J. Meng[ 9] 证 明了 , 负 的 蕴涵 偏 序 可 换 半 群 范畴 等 价 于 具有 
HAE CS) 的 BCK- 代数 . 


引 理 6. 3. 1(J. Meng[9D ХАЖ, < E X ERI» 
KA, MM + 是 和 上 的 二 元 运算 ,1 是 和 的 一 个 常 元 , 则 (Xi <<, -, 
* ,1? 是 负 的 蕴涵 偏 序 可 换 半 群 当 且 仅 当 它 满足 ; 

G) «Sx 

Gi) << y#l y < z 34 98 z < z 

GH) <= yy =< z х = y 

Gv) << yf z x x < z * y 

(V) x*(y*z) = уж (z * y) 

(vi) т<] 

Gi) << y 35 HM z* y= 0 
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(уш) zx (y wz) = (x + y) * z. L] 


定义 6.3.2 BCK- ЖХ; x ,0) 叫做 具有 条 件 (S) 的 ,如 果 
V z,y € X, А(х,у) = (x € X:z * r < y) 
有 最 大 元 , 记 为 =° yii ° 称 为 S- 运算 . 


定理 6. 3.2(.Meng[9]) BX; <, +, x ,1) 是 一 个 代数 系 
统 , 三 是 人 上 的 二 元 关系 ,* 和 x 是 和 上 的 二 元 运算 ,1 E X BS 
常 元 ,在 X 上 定义 < 和 四 为 
r<y4AW4 vcr, z@y= yx x, 
Wj OX; <, +, * ,1) FE f BJ Fa eR R PF n] BR EY HOUR (X; <, +, 
69, D 是 具有 条 件 (S) 的 BCK- КЖ, Rp + 是 S- 运算 . 0 


ЖУ 6.3. 3(H. В. Сапу1) ”设立 是 非 空 集 , < E X E— 
TRA, A 和 * 是 于 上 的 二 元 运算 ,(X; <, Л, +) 称 为 总 涵 半 
格 , 如 果 它 满足 ， 

G) (X; <) 是 偏 序 集 

Gi) (X; A) XT < 是 一 个 下 半 格 

(1) >z 委 zxy 当 上 且 仅 当 z A z< y. 
运算 х 叫做 冀 涵 ( 亦 称 为 剩余 , 见 G. Birkhoff[1]). 

蕴涵 半 格 必 有 最 大 元 , 记 为 1. 


J. Meng, Y. B. Jun and S. M. Hong[1] 证 明了 : 萤 涵 半 格 等 价 
于 具有 条 件 (S) 的 正定 关联 BCK- 代数 . 


定理 6.3. 3(J. Meng, Y.B.Jun and S.M.Hong[1]) 假设 
(X; Л, *-51) RE. EX БЕХ @ X z Q y = y* z, lul 
(X; A, O 是 具有 条 件 (S) 的 正定 关联 BCK- 代数 . 相反 地 , 设 
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(X; °, * ,1) 是 具有 条 件 (S) 的 正定 关联 BCK- REX Бей 
0 Улу = уж л, СХ, •, 9, D 是 蕴涵 半 格 ,其 中 。 是 半 格 运 
算 . 口 


К. Iseki[4] 证 明了 ,具有 条 件 (S) 的 BCK- 代数 是 正定 关联 的 
4 HARK V x € X,z or = r. 由 此 我 们 得 到 


推论 6.3.4 负 的 蕴涵 偏 序 可 换 半 群 (X; <, +, x ,1) 是 蕴涵 
半 格 当 且 仅 当 Y z € X,z * z = z. О 


Griss 代数 和 Semi-Brouwer 代数 也 是 两 类 重要 的 逻辑 代数 ， 
前 者 是 G.F.C. Griss[1] 研究 的 negationless 逻辑 的 代数 表述 ,由 
Y. Imai 和 K. Iséki 提出 ,后 者 由 P. V. R. Murty[1] 提出. Y. H. 
Lin[1] 讨 论 了 它们 同 具 有 条 件 (S) 的 正定 关联 BCK- 代数 的 关系 . 


定义 6.3.4(G. F.C.Griss[1]) i X E3EZ £, < E X ER 
二 元 关系 , V 和 * 是 上 的 二 元 运算 ,0 是 XX 的 常 元 , 则 (X; <, 
У, * ,0) 叫做 Griss 代数 ,如 果 它 满足 : 

G) (X; Vo 是 上 半 格 ,0 是 最 小 元 

Gi) (GV y) ж (у Vz) << V< 

Gi) zxy (zm x*z) V (z * y) 

(iv) хж у = 0 HHNH x x y. 
一 个 Griss (RRC AY RUE Wag , IE z x 0 = x. 


定理 6.3.5(Y.H.Lin D WX EFRR, < E: X Ел 
关系 ,。 和 ЕХ EB soi 8 0d X HTH G E OX <, °, 
* ,0) 是 Griss 代数 当 且 仅 当 它 是 具有 条 件 (S) 的 正定 关联 BCK- 
代数 ,其 中 三 是 BCK- 序 ,。 是 S- 运算 . 口 
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定义 6.3.5(P.V.R.Murty[1]) (2,2,0) 型 代数 (X; x ，。， 
0) 叫做 Semi-Brouwer 代数 ,如 果 它 满足 : 

G) zz =+ 

Gi) xeoy=yor 

Gi) хжх= 0 

Qv) (хжу) у= ху 

(У) (хжу) 2 = z* (ух). 


定理 6. 3.6(Y. H. Lin[1]) (2,2,0) ҖИЗ ‹(Х; ж, •,0) 是 
Semi-Brouwer 代数 当 且 仅 当 它 是 具有 条 件 (S) 的 正定 关联 BCK- 
代数 ,其 中 。 是 S- 运算 ， 口 


结合 定理 6. 3. 3,6. 3.5 和 6. 3. 6, 我 们 得 到 


推论 6.3.7 蕴涵 半 格 ,正则 Griss 代数 ,Semi-Brouwer 代数 ， 
具有 条 件 (S) 的 正定 关联 BCK- 代数 是 彼此 等 价 的 . 口 


Z.M. Chen and Y. S. Huang[1] Hit T ® Ж Ж BA 4 (E 
(5) 的 正定 关联 BCK- 代数 的 关系 . 


定义 6.3.6 ”假设 XX 是 非 空 集 ,*。 和 十 是 X 上 的 二 元 运算 ， 
WX; 十 ，*，,0》 叫 做 一 个 环 ,如 果 ( 以 下 简 记 zx，y 为 zy) 
G) (X; +) Æ Abel 群 ,0 是 加 法 零 元 
Gi (X; +) 是 半 群 
Gi) ”乘法 对 加 法 的 左 , 右 分 配 律 成 立 , 即 Y х,у € X 
z(y+z)—zy+ zz (Е) 
(у + х)х = ух ет ( 右 分 配 律 ) 
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— up $ X85, V x € Xxx = x. 


定理 6.3.8(Z.M.Chen and Y. S. Huangli D ”假设 (X;。， 

* ,0) 是 具有 条 件 (S) 的 正定 关联 BCK- 代数 , 令 
2+ у= (х*у) ° (ужх), хе у= х Л у, 
ДХ; 十 ,*,0) EH Нн 0 ЖЕЛЕ 十 的 零 元 . 相反 地 , 若 (Xi 
+, +50) ЖЭШ, X 
хжу= х | ху, =° y= z+ y + ту, 

WX; ж, 5,0) 是 具有 条 件 (S) 的 正定 关联 BCK- 代数 ,其 中 。 是 
S- 运算 . 口 


K. Iséki 得 到 以 下 重要 结果 ， 


定理 6.3.9(K. Iséki[1]) BE (X6, 5,0 是 一 个 具有 条 
件 (S) 的 可 换 BCK- 代数 , 则 (和 X;。，A，* ,0) 是 广义 Boole 代数 ， 
这 儿 0 是 最 小 元 ,也 就 是 说 ,(X;。，A ) 是 一 个 分 配 格 , 且 满 足下 述 
De Morgan ft; 
хк (y °z) = (z xy) Л G * z) 
z * (y À z) = G(%* y) ° (z x z). r] 


关于 广义 Bol 代数 ， 有 兴趣 的 读者 可 参看 
Gr atzer[1]Chapter I #1 M. H. Stone[2]. 


6.4 可 换 BCK- 代数 和 MV- 代数 


可 换 BCK- 代数 是 一 类 重要 的 代数 , 它 是 S. Tanaka[1 J, [2] 
提出 并 研究 的 ,现在 已 成 为 一 个 重要 的 研究 方向 . 
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定义 6.4.1(S.Tanaka[1]) ВСК-{ ‹(Х; x ,0 叫做 可 换 
的 ,如 果 V z,y € X,z A y= y A z, Л, 
zÀ y = уж (уж z). 


定理 6.4.1 如 (X;*x ,0) 是 可 换 BCK- 代 数 , 则 (4X; 人) 是 一 
个 下 半 格 (也 可 参见 К. Iséki and S. Тапака[2]). 


遵照 Y. Komori 的 说 法 ,Lukasiewicz 代数 可 以 定义 为 


定义 6.4.2(Y.Komori[1]) (2,0) 型 代数 (X;x* ,0) 叫做 
Lukasiewicz 代数 ,如 果 它 满足 : 

G) z“==<=x0 

G) z*y< <“ 

GH) (ху) * (z * z) < z * y 

Gv) хє (< * y) = уж (y * zx) 

(v) хжу = (* jy) * (y * z) 

Wi) z=y33HfÜ24 z* y = 0 
Ak UE CO 亦 可 写 为 

W') (zxy) Л (ужа) = 0. 


定理 6.4.2 Lukasiewicz 代数 等 价 于 满足 条 件 (5) 的 可 换 
BCK- 代数 . O 


K. Iséki ЖП S. TanakaL2]j 证 明了 一 个 重要 结果 :一 个 BCK- ft 
数 是 关联 的 当 且 仅 当 它 既是 正定 关联 的 又 是 可 换 的 . 结合 定理 
6. 3. 3, 定 理 6. 3. 8 和 定理 6. 4. 2, 我 们 有 
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定理 6. 4.3 REX B-PSRHY ALY p EA E IR S Ft 
X JE Lukasiewicz 代数 . LI 


这 里 我 们 简单 回顾 一 个 Lukasiewicz 逻辑 知识 . 它 包 含 可 数 多 
个 命题 变量 和 两 个 命题 运算 C 和 N ,满足 : 

O ”每 个 命题 变量 是 一 个 公式 

G) 如 果 己 是 一 个 公式 , 则 NP 也 是 一 个 公式 

Gi) WME P HEAR M СРО 是 一 个 公式 . 
公理 模式 如 下 : 

А.1 CPCQP 

A.2 -CCPQCCQRCPR 

A.3 CCCPQQCCQPP 

A.4 CCNPNQCOQP. 

33548 Lukasiewicz 逻辑 的 代数 描述 ,已 经 由 研究 者 们 在 不 同 
的 名 称 下 ,甚至 使 用 不 同 的 基本 运算 ,进行 了 考察 . 为 了 用 代数 方 
法 证 明 Luksiewicz 无 穷 值 迎 辑 的 完全 性 定理 ,C.C. Chang[1] 和 
[2] 引入 并 研究 了 多 值 逻 辑 代数 ,简称 为 MV- 代数 . 


定义 6.4.3CC.C.Chang[1]) 假设 和 是 非 空 集 ,0 和 1 是 总 
的 不 同 元 素 , 十 和 ，… 是 关上 的 二 元 运算 ,， “是 外 上 的 一 元 运算 . 
(X; +, =, ty 7,0,1) 叫做 MV- КЖ, ЖЕЕ, 

Ax.] =+ y= у += 

Ax.l' xr*y-—y*'r 

Ах.2 r+ (у +2) = (ety +z 

Ах.2 x + (у +z) = (z * y) * z 

Ax.3 工 十 工 一 1 

Ах.3 x*x=0 

Ax4 zZ+1=1 
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Ах.4 х0 = 0 

Ах.5 = +0 == 

Ax.5 xel=2z 

Ах.6 (= + у) =х*у 

Ах.6 (ху) == + y 

Ax.7 х= (x) 

Ax.8 0=1 
шй х\/ у= (х,у) + x,z А у= (z+ y) * у, Н FX 6 32:38, 

Ax.9 туу=у\у):ут 

Ax.9 xAy=yAx 

Ах.10 zV (y V 2) = G V y) V < 

Ax.10 ХА Gy Az) = G@@*A у) A = 

Ах.11 r+ (Gy V #) = z + у) А G + z) 

Ax.1 <+ (y V 2) = (z * y) V Сх ° z) 

在 这 个 定义 中 ,运算 十 和 “具有 加 法 和 乘法 的 类 似 性 质 , 运 
算 ”对 应 于 和 否定. 虽然 这 些 运算 有 某 些 优美 的 性 质 , PEAR 
的 观点 看 ,它们 不 如 蕴涵 词 和 否定 词 那 么 自然 . ТИШЕ P. Maganil 1] 
使 用 否定 词 。 给 出 了 MV- 代数 的 另 一 组 公理 系统 . 


定理 6.4.4(P.Magani[1]) 代数 (X; +, ~ ,0,1) Ж 
MV- 代数 当 且 仪 当 它 满足 : 

G) (z+ yx) + z = x + (y + 2) 

(б) х-+у=у-+х 

GD 工 十 0 一 工 

Gv) a az =< 

(б) xrtActc=-90 

Wi) + 4 z+ у)у = + G y + 2) + л. r] 
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D. Mundici[1] 证 明了 MV- 代数 和 有 界 可 换 BCK- 代数 是 范 
畴 等 价 的 . 


定理 6. 4. 5(D. MundiciL1]) ”假设 (X; +,°, ,0,1) 是 
MV- 代数 , 令 xxy = z+ у, MCX; x ,0,1) 是 有 界 可 换 BCK- 代 
Tr. 相反 地 ,如 果 (X; x ,0,1) 是 有 界 可 换 BCK- 代数 , 令 

r=lx*xzx,z*y=zrx%*y Z+ y= (z*y) ， 

ДХ; +, +5 7 ,0,1) 是 MV- 代 数 ,因此 MYV- 代数 范畴 等 从 于 有 
界 可 换 BCK- 代数 . 


由 这 个 定理 得 到 一 个 有 用 结果 . 


定理 6. 4. 6(C. S. Hoo[5]) 有 界 可 换 BCK- 代数 (X;* ,0， 
1) 是 具有 条 件 (S) 的 ,对 任意 х,уЄ X,S- 运算 ° Bl +,х° у = 
+ + y. L] 


M. Wajsberg 第 一 个 用 代数 方法 研究 Lukasiewicz 逻辑 ,他 所 
提出 的 代数 系统 被 A.J. Rodrigues 称 为 Wajsberg 代数 . 


定义 6.4.4(A. J. Rodriguez[ 1D Wajsberg 代数 是 一 个 (2， 
1,0) 型 代数 (X; >,5 ow), ERE: 

Wl иә х = х 

W2 (41> у) > ((у > z) > (z > z)) = и 

W3 (== у) ж у = (у х) = л 

W4 G хә 4 у) > (уә z) = x. О 


定理 6.4.7 设 和 是 非 空 集 , 一 是 XX 上 的 二 元 运算 ,~ BX 
上 的 一 元 运算 ,wx 是 和 的 一 个 常 元 ,我 们 定义 
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Зере | & ку S u,lxr==-+=zx,0= u, 
NIX; >, su) ЖЕ Wajsberg («#24 HAL (X; x ,0, D 是 有 界 可 
换 BCK- 代数 ,其 中 0 是 最 小 元 ,1 是 最 大 元 ， п 


徐 扬 从 格 出 发 提出 了 格 蕴涵 代数 . 


定义 6.4.5( 徐 扬 [1]) ”假设 XX 是非 空 集 , V. A 是 XX 上 的 二 
TER, 是 一 元 运算 ,0 和 1 是 XX 的 常 元 . (X; М, Л, =, 7, 
0,1 叫做 格 冀 涵 代 数 , 如 果 它 满足 ; 

G) (X; V, A) 是 一 个 格 ,0 和 1 分 别 是 最 小 元 和 最 大 元 

Gi) a Ab =a а Ab —b 

Gu) (aga) =a 

Gv) хә (у z) = y — (хә zx) 

(v) z>r=1 

(м) х у= ух 

Wil) х у= усх = 1, = у 

(у) СЕ — y) — у = (y> z) — x= 

Gx) (æ V y) >z = (rz) Л (у z) 

(х) Ct Ay) mz = (z >z) Л QG — 2). 


朱 怡 权 L[3] 证 明了 , 格 蕴涵 代数 等 价 于 有 界 可 换 BCK- 代数 ， 


定理 6. 4.8( 朱 怡 权 [3]) ”假设 (X;V ,人 ,一 ，”,0,1) 是 格 
蕴涵 代数 , 令 
z*y=y—>zr, Г = 0, 0 = 1, 
JU OX ; * ,0,1) 是 有 界 可 换 BCK- 代数 . 38 po In IR (X i 0,0) 
是 有 界 可 换 BCK- 代数 , 令 


х» у= yxzx, х= z — 0, 
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х V у= (y > х) — x, 
х Л у= (хү уә), 


0 = І, 1 = 0, 
WX; V, Л, >, ` 1,0,1) 是 格 蕴涵 代数 . 所 以 格 蕴 涵 代 数 等 价 
于 有 界 可 换 BCK- 代数 . O 


由 定理 6. 4.6 和 6.4.7 得 


推论 6.4.9 MV- 代数 ,Wajsberg 代数 , 有 界 可 换 BCK- 代 
数 , 格 蕴涵 代数 彼此 等 价 . 


6.5 BCI- 代数 和 半 群 


BCI- 代数 是 BCK- 代数 的 推广 (去 掉 条 件 ,;0 * zx = 0). T. D. 
Lei and C. C. Xi[1] 引入 了 p- 半音 BCI- 代数 ,并 证 明了 :p- 半 单 
BCI- 代数 等 价 于 Abel 群 . 比 p- 半 单 BCL 代数 更 特殊 的 一 类 BCI- 
代数 是 结合 BCL 代数 ,是 由 Q. P. Hu M K. Iséki[1] 提出 的 , 它 等 
价 于 对 合群 . К. Iséki[8] 还 引入 了 具有 条 件 (S) 的 BCI К. 


定义 6.5.1(K. Iséki[7]) (2,0) 型 代数 (Xi * ,0> 叫做 BCL 
代数 ,如 果 它 满足 : 

(I) ((zxy)x(Zxz))x(zxy) 一 0 

(I) (Crzx(zxy)x<y 一 0 

(E) r*r—0 

(N) хжу = 0, yx*<x= 0 Ж z = y. 


6.5.1 #EK.Iséki 的 原始 定义 中 ,还 有 条 件 


第 6 章 жабе 321 * 


(V) х*0 = 0 Ж = = 0. 
Н. Jiang 和 Z. P. Tian[1] ЖЕНЯ, НСІ) ~ CNV) 能 够 推出 (V D. 
沈 伯 英 受 到 M. W. Bounder 2458 (We E 6.1.1) 启发 ,证 明了 
下 述 结 果 . 


定理 6.5. 2( 沈 伯 英 [1]) (2,0) 型 代数 (X;:* ,0) 是 BCI- 代 
数 当 且 仅 当 它 满足 : 

В ((z* y) * (хжу)) x (z *z) = 0 

C ((х*у) *2) ж ((хжх) жу) = 0 

I xx 并 一 0 

(ND хжу= укл = 08 = = y. 口 


这 里 ,公理 工 对 应 于 组 合 逻 辑 中 的 组 合子 

I + Fae 
所 以 该 定理 说 明 ,与 组 合子 B,C,I 对 应 的 公理 加 上 推理 规则 (CN > 
组 成 了 BCI 代数 的 公理 系统 .因此 BCI- 代数 的 名 称 来 于 组 合 逻 
辑 .事实 上 ,在 数理 逻辑 中 就 有 BCK- 条 统 和 ВСІ- AR. 


定义 6.5. 2(Q. P. Hu and K. Iséki[1]) BCI- 代数 (Xi < ,0) 
叫做 结合 的 ,如 果 
V х,у,2 € X, (z * y) * z = z * (y * z). 


定理 6. $. 3(Q.P. Hu and K. Iséki[1]) (2,0) 型 代数 (X， 
* ,0) 是 结合 BCI- 代数 当 且 仅 当 它 是 对 合群 ,0 是 零 元 . O 


ФУ 6. 5. 3(T. D. Lei and C.C. Xi[1]) BCI- 代数 (XX; x ,0) 
叫做 p- FERR V z € X, z = 0 * (0 * z). 
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定理 6. 5.4(T.D. Lei and C.C.Xi[1]) 假设 (X; x ,0) 是 p- 
半 单 BCI- 0,45 r+ у= х ж (Ox у), WX, +,0) Æ Abel 群 ， 
x pu OA Ox x. RZ, WRX; 十 ,0) 是 一 个 Abel 群 , 令 Txy = 
х — y, WI OX; x ,0) Æ p- P BCI- 代数 .所 以 p- 半音 ВСІ- 代数 
和 Abel 群 是 等 价 的 . [] 


定义 6.5.4(L. Fuchs[1]) (Rie X BIES HR, - 是 上 的 二 
元 运算 ,1 是 X 的 一 个 常 元 , 则 (X; 6,1) 叫做 可 换 么 半 群 ,如 果 它 
满足 : 

GI х.,(у,+*) = (z + y) ° z 

G2 x*y-—y*'r 

G3 х1 = =<. 
进一步 ,如 果 (X;, <) 是 一 个 偏 序 集 ,满足 

G4 xx уйй z ° z S y * z 

MJ (X; <, +,1) 叫做 一 个 偏 序 可 换 么 半 群 , 如 果 对 任意 z,y 
€ X,f&(r€ Xir:astb) XT «BSEC iUa : b MXS, 
: , 5,1) YAH A S APT ЖА +} Ж. 


定理 6.S.5(J.Meng[11]) ”如 果 一 个 剩余 偏 序 可 换 么 半 群 
的 单位 元 是 极 大 元 , 则 它 范畴 等 价 于 具有 条 件 (S) 的 BCI- 代数 . 
O 


综 上 所 述 ,我 们 得 到 结论 :BCK- 代数 和 BCI- 代数 是 处 理 各 种 
逻辑 代数 的 一 个 统一 框架 . 
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